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Predmluva

Viézeni zdjemci o studium ucitelstvi matematiky,

pripravili jsme pro vds sbirku dloh vybranych z pisemnych pfijimacich zkousek zadanych
na nasf fakulté v poslednich letech. Ulohy jsou fazeny do &tvefic podobné jako u zkousky,
kde je na vyreSeni Ctyf uloh 60 minut ¢istého Casu.

Ulohy provéfuji znalosti stfedoskolské matematiky, schopnost dsudku, geometrickou
predstavivost a v§eobecnou matematickou kulturu. NevyZadujeme znalosti diferencidl-
niho a integrdlniho poctu ani matematické statistiky. K feSeni uloh nejsou zapotiebi
tabulky ani kalkulacka, jejich uzivani je vSak u zkousky povoleno. K feSeni geometric-
kych uloh miiZete potfebovat bézZné rysovaci pomicky, tak si je k pisemné casti prijimaci
zkousky nezapomeriite pfinést.

V nasledujici sbirce dloh uvadime nejprve texty tloh (varianta A-T), pak jejich feSenti,
ddle néasleduji obdobné ulohy (varianta OA-OT) s feSenimi. Doporucujeme, abyste se
nejprve pokusili kazdou ulohu vyfeSit samostatné a teprve pak si prostudovali feseni a
porovnali je s vlastnim feSenim. Zvlasté, kdyZ jste nebyli uspéSni, bude vhodné, kdyz
se pak jest€ zkusite pustit do prisluSné obdobné ulohy. Pouhé Cteni feSeni neni pfiliS
uzite¢né.

Pisemna pfijimaci zkouska z matematiky tvoii sice jen Cast celé prijimaci zkousky na
Pedagogickou fakultu UK v Praze, tvori vSak jeji podstatnou ¢ast. Proto vénujte pripravé
na tuto zkousku patfi¢nou pozornost.

TéSime se na shledanou u pfijimacich zkousek a pak po prazdninach na prednaskach.

Pracovnici katedry matematiky a didaktiky matematiky
Pedagogické fakulty Univerzity Karlovy v Praze
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Varianta A

Al. Najdéte vSechny hodnoty parametru p, pro néZ ma nerovnice
2+ 52 +7<pr+3
(a) 0 feSeni, (b) pravé 1 fesenti, (c) pravé 2 fesSeni, (d) vice nez 2 feSeni.

A2. V pravouihlém trojihelniku A BC' ozna¢me E patu vysky na preponu AB. Vyjadrete
délku d isecky AE pomoci délek odvésen a = |BC|, b = |AC/. Jakych hodnot mtize d
nabyvat, je-lia =1,b < a?

sin4x

A3. Nakreslete graf funkce y = v intervalu (0, 7).

| cos 2|

A4. V obrazku krychle ABCDEFGH (standardni znaCeni) vyznacte bod R spole¢ny
tfem rovinam ACH, DEF, ABF.



Varianta B

B1. Najdéte vSechna reélnd cisla x, pro kterd plati

\/x+\/m:2\/x—m.

B2. Nakreslete graf funkce y = |5 — 2|.

B3. UvaZujme kvadr se ¢tvercovou podstavou a s celociselnymi velikostmi hran (v cm).
ProdlouZime-li jednu hranu o polovinu jeji délky a jednu hranu o polovinu zkratime,
zmens3i se jeho objem o 150 cm?. Urdete plivodni rozméry kvadru.

B4. Do dvou krychli na obr. 1 dopliite pismena R tak, aby jejich poloha souhlasila se siti.

=
Rxrd —
A = -

Obr. 1

d




Varianta C

C1. Kruznici obihaji rovhomérné a ve stejném smyslu body B a b. Bod B ji obéhne za
T sekund, bod b za t sekund (7" > t). Na pocatku jsou body B, b ve stejné poloze. Za jak

v Y

dlouho se pristé opét setkaji?
C2. Kolik péticifernych Cisel, ktera zacinaji i kon¢i pétkou, je délitelnych patnacti?

C3. Urcete v zavislosti na hodnoté parametru a, kolik feSeni v oboru redlnych ¢isel ma
rovnice

(a+5)2* - (a+2)z+1=0.

C4. Uvazujme pravidelny Sestiboky kolmy hranol ABCDEFA'B'C'D'E'F', |AB| =
= |AA’| = 1. Vypoctéte povrch a objem trojbokého jehlanu BF D'F".



Varianta D

D1. V obrazku krychle ABC'DFEFGH (standardni znaceni) vyznacte prisecik P uhlo-
pticky F'D s rovinou AC'H.

D2. Najdéte vSechna redlna ¢isla z, 0 < x < 27, pro ktera plati

1

sin x

> 4cosx.

D3. Oznacme S prusecik uhlopticek lichobézniku ABC D s obsahem 1. Vyjadrete ob-
sah P trojihelniku ABS pomoci délek zdkladen a = |AB|, b = |C'D|. Jakych hodnot
milZe obsah P nabyvat, je-li a > b?

D4. Nakreslete graf funkce
w2+ 1x—6
|z + 3|



Varianta E
El. Kolik péticifernych ¢isel délitelnych 75, v nichz se Zaddnd Cislice neopakuje, 1ze
sestavit z Cislic 2, 3,4, 5,6, 7?

E2. Do obr. 2 dokreslete fez krychle rovinou P R. Obdobné, jako je tomu u bodi P,
@, R, vyznacte i u ostatnich prisecikli hran s rovinou fezu jejich vzdalenost od vrchola

krychle.

20 0O 10

20 R 10

Obr. 2

E3. Pravidelnému Sestithelniku opiSme a vepiSme kruh. Urcete pomér obsahi téchto
kruht.

E4. Je ddno reédlné Cislo p. Najdéte vSechna redlna Cisla x, pro ktera plati |x + p| = x.
Urcete zavislost feSeni na parametru p.



Varianta F

F1. Uvnitf trojuhelniku ABC' zvolme bod X a sestrojme jeho obraz X4 (Xp, X¢)
ve stredové soumérnosti se stiedem A (B, ). Urcete polohu bodu X tak, aby obsah
trojuhelniku X 4 X5 X byl co nejvétsi.

F2. Petr a Pavel maji dnes narozeniny. Kdyz bylo Petrovi tolik, kolik je dnes Pavlovi,
byl soucin jejich véki 21. Kolik je jim dnes let?

F3. Kulové plose opiSme a vepiSme krychli. Uréete pomér objemt téchto krychli.

F4. Nakreslete graf funkce y = 2% — |5z — 6.

10



Varianta G
G1. Popiste, jak sestrojite (kruzitkem a pravitkem) Ctverec, ktery ma stejny obsah jako
dany rovnobéznik ABC'D.

G2. Reste rovnici (y/p — 1)2% + 22/p + 1 + /p + 1 = 0. Provedte diskusi vzhledem
k parametru p.

G3. Sectéte vSechna péticiferna ¢isla, kterd zacinaji i konci pétkou.

G4. Odfiznutim vrcholu B dostaneme z krychle ABCDA'B'C'D’ t€leso T (obr. 3).
Z ného stejnym zpisobem odiizneme vrchol D’ a dostaneme tak téleso Tzpr. Vypoltéte
povrch a objem télesa Tz, je-li |[AB| = 1.

DI C’

11



Varianta H

H1. Najdéte vSechna celd &isla p, pro néZ ma rovnice px? + 2px + 3p — 4z — 4 = 0 dvé
rizna realna reseni.

H2. V krychli ABCDEFGH je bod K stfed hrany F'F', bod L stfed hrany C'D, bod S
stied stény ADH E abod T stied stény BC'GF (obr. 4a). Ctyfuhelnik 7'/ S L ma obsah
9v/2 cm?. Ur&ete objem krychle.

H3. Kolik Sesticifernych cisel neni délitelnych ani jednim z ¢isel 28 a 98?

H4. Pravouhly trojihelnik ABC' (s odvésnami a, b) rozd€lte pfickou XY, X € AC,
Y € AB, rovnobéZznou s C'B tak, aby trojihelnik AXY a lichobéZznik C'BY X mély
stejné obsahy (obr. 4b). Vypoététe délku = | X'Y'| pomoci délek odvésen a, b, graficky
Ji sestrojte a konstrukci popiste.

H G
E K
- F
S ) T )
D SRS IR
7 C
A B
(a)
Obr. 4
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Varianta |

1. V krychli ABCDEFGH je bod P stied
hrany AB, bod @ je stfed hrany HG. Déle K je
stted PC, L je stted CQ, M jestted QF a N je
stted /P (obr. 5). Urcete obsah Ctyfuhelniku
KLMN, je-li délka hrany krychle 10 cm.

2. Je dana rovnice 22 + 10z + s = 0.

Urcete parametr s a druhé feSeni rovnice, jestlize
vite, Ze jedno feSeni rovnice je rovno 7.

[3. Predstavte si, Ze na ¢tvereCkovaném pa- N D |
piru je nakreslen obdélnik o rozmérech 56 x 32 AT e
ctvereCkd. Strany obdélniku leZi v linkach ctve- AT
reCkovaného papiru. Na kolik ¢asti je jeho uh- '

lopticka rozdélena priiseciky s linkami? y ] p B

4. Na obr. 6 je trojuhelnik ABC'. Bod T je Obr. 5

jeho tézisté, bod B’ stted AC, bod K stifed

B'A’. Pro bod L plati, ze 3|AL| = |AA’|. Obsah trojihelniku ALB’ je roven 3. Urcete
obsah trojtihelnikd ABC' a CK A,

Obr. 6

13



Varianta J

J1. Motocyklistovi trva cesta za bezvétii ¢; hodin, proti vétru ¢, hodin. Jak dlouho by
mu trvala cesta s vétrem v zadech?
2
xc—Tx+p

J2. Redterovnici 10 3 —2=  —1 =0 s parametrem p.

J3. Sestrojte ctyfihelnik PRST, jsou-li dany délky vSech Ctyt stran a vite-li, Ze dhlo-
pticka RT puli dhel pii vrcholu 7T'.

J4. V uzaviené nadobé tvaru pravidelného Ctyrbokého jehlanu s vyskou 15 cm a pod-
stavou tvaru ¢tverce o strané 12 cm je nalita voda do dvou tfetin vysky (obr. 7). Nadobu
prevratime podstavou doli. Do jaké vysky bude dosahovat voda?

14



Varianta K

K1. Dvé auta jedou po stejné silnici rychlostmi v; km/h a vo km/h. Kdyby jela proti sobé,
setkala by se za ¢ hodin. Za jak dlouho se setkaji, kdyZ jedou stejnym smérem?

K2. Reste nerovnici:
logaz + logyz —2 20
K3. Sestrojte trojihelnik ABC, je-li dano c, v, v,.

K4. Je dana krychle s hranou a. Vypocitejte povrch a objem ¢Etyibokého jehlanu, jehoZz
podstavou je jedna st€na krychle a vrchol lezi ve stfedu jedné hrany jeji protilehlé stény.

15



Varianta L

L1. Za kolik minut po 4. hodiné se hodinova a minutova rucicka poprvé prekryji?

22432—28

L2. Urcete priiseciky grafu funkce f(z) = 2 — log, |25

‘ s osami souradnic.

L3. Sestrojte lichobéznik K LM N, jsou-li dany dhly «, 3 pii zdkladné K L, délka ramene
LM (|JLM| = 1) a délka s stfedni pfic¢ky lichobézniku K LM N.

L4. Kulové ploSe o poloméru r = 5 vepiSme vdlec, jehoZ obsah plasté se rovna souctu
obsahtli obou podstav. Vypoctéte povrch vilce.

16



Varianta M

M1. Nakreslete graf funkce f(x) = z(|x + 4| — |x — 4

~—

S

M?2. Reste rovnici cos 15° sin 3z — sin 165° cos 37 = —

M3. Soucin 9. a 16. ¢lenu geometrické posloupnosti je 2. Urcete soucin prvnich 24 ¢lent
této posloupnosti.

M4. Ctytidhelnik ABC'D je vepsan do kruZznice. Uréete velikost dsecky AF, je-li (obr. 8)

(CD| =7, |DE|=3, |AB|=11.

Obr. 8
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Varianta N

N1. Nakreslete graf funkce y = sin 2|z + §| pro x € (=27, 27).

N2. UvaZujme vSechny trojihelniky, které maji vS8echny vrcholy ve vrcholech daného
pravidelného desetitihelniku. Kolik procent z téchto trojihelnikii je tupothlych?

N3. Urcete vSechny hodnoty parametru a, pro nézZ funkce
f(x) = (a+1)2* — 3az + 4a
nenabyva hodnoty f(z) = 1 pro Zadné x.

N4. V kvadru ABCDA'B'C'D' je pti obvyklém znaceni | ZABA’| = 30°, |ZCBC'| =
= 45°. Vypoltéte cos |LA'BC'|.

18



Varianta O

O1. Urcete viechny hodnoty parametru a, pro néz funkce f(z) = (1 —a?)2?+2(1+a)x
nabyva hodnoty f(z) = 2 pravé pro jedno x.

02. V podniku pracuje 200 délnikd. Vedeni podniku hodla zvysit vyrobu o 32%. Za-
vedenim nové technologie se zvysi vykonnost délnik o 10%. Kolik délniki bude tfeba
jesté prijmout?

03. Délky stran pravouhlého trojihelniku oznacme a, b, ¢ tak, aby a < b < ¢, délku
vysky na pfeponu v. DokaZte, Ze trojihelnik, jehoZ strany maji délku b — a, v, c — v, je
pravouhly.

O4. Nakreslete graf funkce
y = |34 —9].

19



Varianta P

P1. Najdéte vSechna redlna Cisla x, pro kterd plati:

\/1—|—x+\/1—a:+\/1+a:—\/1—x_
Vitz—Vi—-z Vitz+V1—-z

4.

P2. Najdéte viechna ptirozend ¢isla n < 100, pro kterd je &islo n? + 3n — 28 délitelné 37.
P3. Sestrojte graf funkce f : y = |||z| — 1| — 1| a pak feste rovnici |||z — 1| — 1| = 3.

P4. Je déna krychle a na jejich hrandch body P, (), R. Na obr. 9 je sit’ této krychle.
Vyznacte v siti fez krychle rovinou PQ R.

Obr. 9

20



Varianta Q

Q1. V krychli ABCDEFGH (obvyklé znaceni) protnéme dhlopticku DF' pfimkou
vedenou k ni kolmo vrcholem B. Vyznacte v obrazku krychle priisecik P téchto piimek.

Q2. V mnozing redlnych Cisel feSte rovnici

2cotg?x + 4sin*z = 7.

Q3. Najdéte vsechny dvojice redlnych Cisel x, y, pro které plati

wx+y)  ylz+y)?
+ —1.
.172 + y2 1'4 . y4

Q4. Dopliite chybéjici Cislice X, Y tak, aby ¢islo 24 X92Y 12 bylo délitelné 72.

21



Varianta R

R1. Je dina funkce

fry=ka*+ (3k —2)x + k — 2, kde k je redlny parametr.
(a) Zvolte k = 1 a pro tuto hodnotu sestrojte graf funkce f.
(b) Urcete vSechny hodnoty parametru k, pro néz plati f (0) - f (—2) < 0.

(c) UrCete vSechny hodnoty parametru k, pro néZ je x; = 0 kofenem rovnice f (x) = 0.
Pro tyto hodnoty k uréete druhy kofen rovnice f (z) = 0.

R2. Urcete pocet vSech osmipismennych slov, kterd 1ze vytvofit ziménou pismen slova
ARMATURA a kterd zacinaji 1 kon¢i samohlaskou. Slova nemusi mit zadny skutecny
vyznam.

R3. Je ddna krychle ABCDEFGH a plati | AB| = a. UrCete vSechny roviny, které maji
tyto vlastnosti: obsahuji télesovou thlopiicku AG krychle a jejich prinikem s krychli je
kosoctverec. Priinik zndzornéte na obrazku (pro kazdou rovinu zv1ast). V kazdém pripadé
vypoctéte obsah tohoto kosoctverce.

R4. Urcete vSechny hodnoty z, pro které plati

cos2z S sinz.

22



Varianta S

S1. Je dana funkce
fry=a?+2(2k— 1)z — 3k + 1, kde k je redlny parametr.
(a) Zvolte k = 1 a pro tuto hodnotu sestrojte graf funkce f.

(b) Urcete vSechny hodnoty parametru &, pro néZ ma rovnice f (x) = 0 dva rizné redlné
kofeny.
(c) Urcete vSechny hodnoty parametru k, pro néz se graf funkce f dotyka osy .

S2. Rychlikova souprava bude tvofena ze dvou nerozliSitelnych zavazadlovych vozd,
jednoho jidelniho vozu, tif nerozlisitelnych liZzkovych vozi a dvou nerozlisitelnych lehat-
kovych vozi. Kolik riznych typl souprav lze sestavit, ma-li byt prvni bud’ zavazadlovy
viiz, nebo jidelni viiz?

S3. Je dana krychle ABCDEFGH a plati | AB| = a. UrCete vSechny roviny, které maji
tyto vlastnosti: obsahuji usecku KL, kde K je stied stény ABCD a L je stfed stény
BCGF krychle, a jejich pranikem s krychli je rovnostranny trojihelnik. Prinik znazor-
néte na obrazku (pro kazdou rovinu zvlast). V kazdém ptipadé vypoctéte obsah tohoto
rovnostranného trojuhelniku.

S4. Urcete vSechny hodnoty x, pro které plati

Vb sinx + cos 2z + 2 cosz = 0.

23



Varianta T

T1. Urcete nejmensi a nejvétsi hodnotu funkce f na intervalu (—3,4), jestlize
fry=|1—2z|— |z + 2|+

T2. Cislo 64 103 je pétimistné, je sloZzené z rliznych ¢islic, neza¢ind nulou, ma Cislici na
misté jednotek o tfi vétSi nez Cislici na misté desitek a tfikrat vétsi nez Cislici na misté
stovek. Kolik je takovych Cisel?

T3. V pravouhlém trojihelniku ABC' s pravym thlem pfi vrcholu C je pfi obvyklém
znaleni tgo = 2 a |59 = 4 cm, kde S je stied strany AC' a S, je stfed strany BC.

(a) Vypoctéte délku strany b.
(b) Zapiste postup konstrukce trojuhelniku ABC' a trojihelnik narysujte.

T4. Je dana kvadratickd rovnice s parametrem k:
22— (k+4)x—6=0
Urcete hodnotu parametru £ tak, aby pro jeji kofeny x1, x5 platilo

6 6
—+—=5.
I I9

24



Varianta A, zadani s resenimi

Al. Najdéte vSechny hodnoty parametru p, pro néZ ma nerovnice

2+ 52 +7<pr+3
(a) 0 feSeni, (b) pravé 1 fesenti, (c) pravé 2 fesSeni, (d) vice nez 2 feSeni.

Reseni: Dand nerovnice je ekvivalentni s nerovnici

22+ (5—p)lr+4=0.

Kvadraticky troj¢len na levé strané¢ ma diskriminant

D=(5-p)P’—16=p"—10p+9=(p—1)(p—9).

Znaménko diskriminantu rozhoduje o poctu teSeni prislusné kvadratické rovnice, ftj.
o poloze grafu kvadratické funkce vzhledem k ose x, tedy 1 o poctu feSeni nasi nerovnice.
Je-li D < 0,tj.p € (1,9), lezi cely graf nad osou x a nerovnice nema feSeni. Je-1i D = 0,
tj. p = 1 nebo p = 9, dotyka se graf osy = v jediném bodé, ktery je jedinym feSenim
nerovnice. Je-li D > 0, tj. p < 1 nebo p > 9, protind graf osu = ve dvou bodech a
vSechna z z intervalu vymezeného t€émito body vyhovuji nasi nerovnici. V tomto piipadé
ma tedy nerovnice nekone¢né mnoho feseni. Pravé dvé feSeni neméa dand nerovnice nikdy.

A2. V pravouihlém trojihelniku ABC ozna¢me E patu vysky na pfeponu AB. Vyjadiete
délku d dseCky AE pomoci délek odvésen a = |BC|, b = |AC/. Jakych hodnot mtize d
nabyvat, je-lia =1,b < a?

Redeni: Z podobnosti trojihelniki ABC a ACE a z Pythagorovy véty pro trojihelnik

ABC (obr. 10) mame C—Z = é = L a odtud
b ¢ a? + b2
b2

VaZz+b?2
Z obr. 11 je zfejmé, ze pii neménném a s rostoucim b roste d. (V obr. 11 je b = |AC| >
> |A'C|=V,dhel AYE jetupyad > |EY| > |A'X]| > d)

2

V1 + b2

Pro a = 1, b < a nabyvé d vSech hodnot z intervalu (O, \/7§>

Proto i funkce d(b) =

pro b > 0 roste.

25



sin 4x

A3. Nakreslete graf funkce y = v intervalu (0, 7).

| cos 2z|

Reseni: Upravou Ccitatele podle vzorce pro sinus dvojndsobného uhlu vyjadiime funkci
ve tvaru

2sin 2x cos 2x

v= | cos 2z
Pro ta x, pro n&Z je cos2z > 0, totiz pro z € (0,%) U (2, 7), je | cos 2z| = cos2z a
Yy = 2sin 2.
Pro ta z, pro néZ je cos2z < 0, totiz pro z € (Z,20), je |cos2z| = —cos2z a
Yy = —2sin 2.
Pro ta x, pron€z je cos 2z = 0, totiZprox = Japror = ?ﬁf, neni dané funkce definovéna.

Graf dané funkce je na obr. 12.
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Y y=-2sin2x
X T T ‘-.‘ 3 T[‘
)
y=2sin2x
Obr. 12

A4. V obrazku krychle ABCDEFGH (standardni znaCeni) vyznacte bod R spole¢ny
tfem rovinam ACH, DEF, ABF.

Redeni: (Obr. 13.) Bod C leZi v roviné ACH iv roviné DEF. Prise¢ik X pifmek AH,
ED lezi také v obou téchto rovinach. Piimka C'X je tedy jejich priiseCnici.

Body FE, F'lezi v roviné DEF' i v roviné ABF', takZe pfimka E F je jejich priiseCnici.
Piimky C' X, F'F se protnou v hledaném bod¢ R.

Protoze EX || FC, |EX| = @, je useCka E X stfedni pricka v trojihelniku CF'R. Je
tedy |ER| = |EF|.

H G
ABFADEF E : F
R :
ACHA DEF
XN~
DN
| 17"
A B

Obr. 13



Varianta B, zadani s resenimi

B1. Najdéte vSechna redlna Cisla x, pro ktera plati

r+vr+4=2\/r—Vx+4.

ReZeni: Dvoji umocnéni d4 kvadratickou rovnici 922 — 252 — 100 = 0 s diskriminantem
4225 = 652 a kofeny 5, —%. Druhy kofen vSak nevyhovuje pivodni rovnici (zdporné
¢islo pod odmocninou). Rovnice mé jediné feSeni x = 5.

B2. Nakreslete graf funkce y = |5 — 2|.

Redeni: Graf se skldd4 z téch ¢asti graf funkci

1 1
- _9 —9_
Y= 3 vy 3z’
které jsou nad osou x. Grafy téchto funkci jsou hyperboly. Prvni ma zfejmé stied v bodé
[0, 2], druhd v bodé [0, —2] a ob& maji asymptoty rovnobézné s osami soufadnic.

Graf dané funkce je na obr. 14.

Obr. 14
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B3. UvaZujme kvadr se ¢tvercovou podstavou a s celoCiselnymi velikostmi hran (v cm).
Prodlouzime-1i jednu hranu o polovinu jeji délky a jednu hranu o polovinu zkratime,
zmensi se jeho objem o 150 cm?. Urcete pivodni rozméry kvédru.

Reseni: Objem zménéného kvadru je roven % : % = % objemu piivodniho kvadru. Pivodni

vvvvvv

1x1x600,2x2x150,5 x5 x 24,10 x 10 x 6 (vSechny rozméry v cm)

B4. Do dvou krychli na obr. 15 dopliite pismena R tak, aby jejich poloha souhlasila se
siti.

=
Rxrd —
A F -

Obr. 15

d

Redeni je na obr. 16.

Obr. 16
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Varianta C, zadani s resenimi

C1. Kruznici obihaji rovhomérné a ve stejném smyslu body B a b. Bod B ji obéhne za
T sekund, bod b za t sekund (7" > t). Na pocatku jsou body B, b ve stejné poloze. Za jak

v Y

dlouho se pristé opét setkaji?

Regeni: Za 1 sekundu se bod B oto&f kolem stfedu S kruZnice o thel 2%, bod b o thel

v Y

27” ve stejném smyslu a thel B.SD vzroste o 27r(% — %) Necht se body pristé setkaji za
x sekund. Rovnice

o2 - Ly g
x- —_—— — pr—
ma resSeni
1 Tt
T=1T 17
i1 It

C2. Kolik péticifernych Cisel, kterd zacinaji i konci pétkou, je d€litelnych patnacti?

Redeni: Jsou to pravé ta z &isel konéicich i zaéinajicich pétkou, kterd jsou délitelnd tfemi.
Ze souvislosti délitelnosti ¢isla a jeho ciferného souctu tfemi plyne, Ze vyhovuji pravé ta
Cisla, jejichZ vnitini trojCisli dava pii déleni tremi zbytek 2, a téch je 333.
Jiné feseni: Nejmensi vyhovujici ¢islo je 50025, nejvétsi 59 985 a mezi nimi vyhovuje
kazdé tricaté. Je jich tedy

59985 — 50025 N 996

l=—+4+1=2333.
30 3 i

C3. Urcete v zavislosti na hodnoté parametru a, kolik feSeni v oboru redlnych ¢isel ma
rovnice

(a+5)2* — (a+2)z+1=0.

Redeni: Pro a = —5 md rovnice tvar 3z + 1 = 0 a m4 jediné feseni.

Pro a # —5 jde o kvadratickou rovnici s diskriminantem D = (a + 2)? — 4(a + 5) =
=a?—16= (a+4)(a —4).

Proa < —5,pro —5 < a < —4aproa > 4 je D > 0 arovnice ma dvé rlizna feseni.
Proa =4 aproa = —4je D = 0 arovnice ma jediné feSeni.

Pro —4 < a < 4je D < 0 arovnice nema feSeni v oboru realnych cisel.
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C4. Uvazujme pravidelny Sestiboky kolmy hranol ABCDEFA'B'C'D'E'F', |AB| =
= |AA’| = 1. Vypoctéte povrch a objem trojbokého jehlanu BF D'F".

Redeni: (Obr. 17.) Stény BF " a F D' F” jehlanu jsou pravothlé trojihelniky s odvésnami
délek 1, v/3 a maji tedy obsah ‘/73 Stény BF D' a BD'F’ jsou rovnoramenné trojihelniky

) . . g V313
se zakladnou délky v/3 a rameny délky 2 a majf tedy obsah 1

3 3v13 V13
2-£+2-\/_ =\/§(1+—).

2 4 2
Vyska spusténd z vrcholu D’ na sténu BF'F’ se shoduje s vySkou spusténou z vrcholu D’
na stranu B'F” v rovnostranném trojdhelniku B'D'F" a mé délku 2. Jehlan md objem

. Jehlan ma povrch

3 2 2 4
E'’ D'’
Ar /é'x'B’
XOE | D;
F &< C
A B
Obr. 17
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Varianta D, zadani s resenimi

D1. V obrazku krychle ABC'DFEFGH (standardni znaceni) vyznacte prisecik P uhlo-
pticky F'D s rovinou AC'H.

Redeni: (Obr. 18.) Oznaéme X priiseéik pfimek AC, BD. Body H a X leZi v rovindch
ACH, BDF, takze prisecnice téchto rovin je pifimka H X. Hledany bod P je prisecik
piimek F'D, HX.

H G
E 3
: P
RSO SR (R C
X
A \ B
Obr. 18

Reseni: Je-lisinx > 0, tj. = € (0, 7), je dand nerovnice ekvivalentn{ s nerovnic{
1 2 4 cos x sin x, a protoZe 2 cos x sin x = sin 2x, je ekvivalentni s nerovnici sin 2z <

DO —

2/ - \12""
Je-lisinx < 0, tj. x € (m,27), je dand nerovnice ekvivalentni s nerovnici sin 2z
137 17w
T §>°

5
Této nerovnici vyhovuji x € <O, 1> U < T )

1\,
D=

Této nerovnici vyhovuji x € <
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Prox =0,z = max = 27 je sinx = 0 a dana nerovnice nemd smysl.
Vysledek je znazornén na obr. 19.

Y y =sin 2x
1 ‘
0| m Sm T/ 13 17n 2/ X
12 12 12 12
Obr. 19

D3. Oznacéme S prusecik uhlopficek lichobéZniku ABC D s obsahem 1. Vyjadiete ob-
sah P trojuhelniku ABS pomoci délek zékladen a = |AB|, b = |C'D|. Jakych hodnot
muze obsah P nabyvat, je-li a > 0?

v(a+0b)

=1
5 a

Redeni: Oznaéme v vysku lichob&Zniku ABC D. Jeho obsah je roven

odtud v = P Déle oznaéme v, (resp. v,) vysku trojihelniku ABS (resp. C'DS).
Z podobnosti téchto trojihelnika plyne, Ze % = % a zfeymé v = v, + vp. Je tedy

Vg a 2a cwl; a’ .
p— =3 a odtud v, = m, P = 5 = e Zvolme pevné a a nechme b
prob&hnout interval (0, a). Hodnoty funkce P(b) = @ f AE pak budou klesat a prob&h-

nou interval (%, 1) :

D4. Nakreslete graf funkce

2 +x—6

4= |z + 3|

Re$eni: Kvadraticka rovnice 2> + z — 6 = 0 ma kofeny 2 a —3, takZe

P42 —-6  (z—2)(x+3)
|z 3 lz+3]
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Prox > —-3jelzr+3|=x+3ay=x—2.
Prox < —3jelr+3|=—(r+3)ay=2—=z.
Pro x = —3 neni funkce definovana.

Graf dané funkce je na obr. 20.
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Varianta E, zadani s resenimi

El. Kolik péticifernych ¢isel délitelnych 75, v nichz se Zadnd Cislice neopakuje, 1ze
sestavit z Cislic 2, 3,4, 5,6, 7?

Redeni: UvaZovani &isla jsou délitelna 3 a 25, tj. ciferny soucet maji délitelny 3 a posledni
dvojcisli maji délitelné 25. Soucet Sesti danych Cislic je 27. Ciferny soucet délitelny 3
budou mit ¢isla sloZzend z péti Cislic 2, 4, 5, 6,7 a 2, 3, 4, 5, 7. Pro posledni dvoj¢isli
jsou v obou piipadech 2 moznosti (25, 75) a vzdy 6 moznosti je pro poradi zbyvajicich
tif Cislic na zacatku. Existuje tedy 2 - 2 - 6 = 24 Cisel s danymi vlastnostmi.

E2. Do obr. 21a dokreslete ez krychle rovinou P() R. Obdobné¢, jako je tomu u bodt P,
@, R, vyznacte i u ostatnich prisecikli hran s rovinou fezu jejich vzdalenost od vrchola
krychle.

P P 15
T
15

( S

15

20 R 10 20 R 10
(a) (b)
Obr. 21

Redeni: (Obr. 21b.) Rez zfejm& obsahuje tsecky PQ a PR, déle pak RS (RS || PQ),
QT (QT || PR) a ST. Polohu bodi S, T na hranéach zjistime z podobnych trojihelniki
v proté&jsich sténach.

E3. Pravidelnému Sestithelniku opiSme a vepiSme kruh. Urcete pomér obsahi téchto
kruht.

Reseni: Pravidelny Sestitihelnik se skldda ze Sesti rovnostrannych trojihelnikti. Ozna¢me
R polomér opsané kruZnice, r vepsané kruZnice (obr. 22). Pak je r vySkou v rovnostran-
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ném trojihelniku se stranou R a snadno zjistime, 7e R : r = 2 : /3. Hledany pomér

obsaht pak bude R? : r2 = 4 : 3.

E4. Je dano reédlné Cislo p. Najdéte vSechna
redlnd Cisla x, pro kterd plati |z + p| = =.
Urcete zavislost feSeni na parametru p.

Regeni: Pro > —p fesime rovnici « + p =

= x. Ta pro p # 0 nema fesSeni a pro p = 0 ji
vyhovuje kazdé x (prfedpokladali jsme

T Z —p).

Pro x < —p feSime rovnici —z —p = x. Tama
feSenf v = —% (pfedpoklad x < —p je splnén
pro p < 0).

Shrnuti: Pro p = 0 je feSenim kazdé = = 0, pro
p < 0 md rovnice jediné feSeni v = —£, pro
p > 0 nemad rovnice feSend.

Jiné feSeni: Grafické feSeni je na obr. 23 a 24.

y=lx+pl

p > 0 — grafy nemaji spolecny bod

Obr. 23
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p = 0 — grafy maji spole¢nou poloptimku

y=|x+pl

p < 0 — grafy maji jeden spole¢ny bod
Obr. 24
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Varianta F, zadani s resenimi

F1. Uvnitf trojuhelniku ABC' zvolme bod X a sestrojme jeho obraz X4 (Xp, X¢)
ve stredové soumérnosti se stiedem A (B, ). Urcete polohu bodu X tak, aby obsah
trojuhelniku X 4 X5 X byl co nejvétsi.

Redeni: (Obr. 25.) Obsah trojiihelniku
Xe X 24X pX¢nezavisi napoloze bodu X.
Je vzdy ctyfndsobkem obsahu troj-
thelniku ABC, protoze AB, BC,
C'A jsou stfedni pticky v trojihelni-
cich X4 XpX, XpXc X, Xc X4 X.

F2. Petr a Pavel maji dnes naroze-
niny. Kdyz bylo Petrovi tolik, ko-
lik je dnes Pavlovi, byl soucin jejich
veéki 21. Kolik je jim dnes let?

Redeni: Petr je ziejmé star$i neZ Pa-
vel. Tenkrat bylo bud Petrovi 7 a Pav-
Obr. 25 lovi 3, nebo Petrovi 21 a Pavlovi 1.
Dnes je tedy Petrovi 11 a Pavlovi 7,

nebo Petrovi 41 a Pavlovi 21.

F3. Kulové plose opiSme a vepiSme krychli. Uréete pomér objemt téchto krychli.

Redeni: Priimér koule oznaéme p. Vepsand krychle bude mit hranu \/% (primér koule je
télesova uhlopricka vepsané krychle), opsana krychle bude mit hranu p.
Pomér objemi opsané a vepsané krychle je p? : (\/%)3 =3V3: 1

F4. Nakreslete graf funkce y = 2 — |5z — 6.

Reseni: Graf se sklad4 z ¢asti grafl funkciy = 22 + 50 — 6 = (2 +6)(z — 1) =
=(@+3)’ - Fror=Pay=2"-5x+6=(r—2)(r—3)=(x—3)°—} (pro
x> g). Jde o paraboly, prvni mé ziejmé& vrchol v bodé [—g, —%] a druhd v bodé [g, —ﬂ
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Varianta G, zadani s resenimi

G1. Popiste, jak sestrojite (kruzitkem a pravitkem) Ctverec, ktery ma stejny obsah jako
dany rovnobéznik ABC'D.

Redeni: Sestrojime vysku napf. z vrcholu C na stranu AB, jeji patu oznaéime P. S
vyuzitim Eukleidovy véty pak sestrojime stranu hledaného Ctverce jako usecku délky

V/|AB| - |CP| (obr. 27).

|AB||CP|

S

<«—|CP|—> <——— 4B

\

Obr. 27

G2. Reste rovnici (y/p — 1)22 + 22/p + 1 + /p + 1 = 0. Provedte diskusi vzhledem
k parametru p.
Reseni: Rovnice mé4 smysl pro p > 0. Pro p = 1 m4 tvar 2v/2z + 2 = 0 a jediné feSeni
xr = —g. Prop = 0, p # 1, jde o kvadratickou rovnici s diskriminantem 8, kterd m4 dvé
—VPF1+4V2

vh—1

G3. Sectéte vSechna péticiferna Cisla, kterd zacinaji i konci pétkou.

Regeni: S¢itame &isla 50 005,50 015,50025, . ..,59995. Jejich 1 000 a tvori aritmetickou
posloupnost s diferenci 10. Hledany soucet je roven %(50 005 + 59995) =
= 500 - 110000 = 55000 000.

feSeni x1 o =

40



G4. Odfiznutim vrcholu B dostaneme z krychle ABC DA’ B'C’' D’ téleso Ty (obr. 28a).
Z ného stejnym zpisobem odiizneme vrchol D’ a dostaneme tak téleso Tzpr. Vypoltéte
povrch a objem télesa Ty, je-li |[AB| = 1.

Obr. 28

Reseni: UvaZované t&leso je osmistén (obr. 28b). Sest jeho stén jsou pravodhlé trojihel-
niky s odvésnami 1, dvé stény jsou rovnostranné trojihelniky se stranami v/2. Téleso ma
tedy povrch 6 - % +2- \/73 — 3 4 /3. Odfizli jsme dva trojboké jehlany. Kazdy m4 jako
podstavu pravouhly rovnoramenny trojihelnik s odvésnami 1 a pfisluSnou vysku 1, tedy

objem %. Téleso ma tedy objem 1 — 2 - % = %
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Varianta H, zadani s resenimi

H1. Najdéte vSechna celd &isla p, pro néZ ma rovnice px? + 2px + 3p — 4z — 4 = 0 dvé
riznd redlnd feseni.

Redeni: Pro p = 0 md rovnice jen jedno feSeni. Pro p # 0 m4 kvadratickd rovnice
diskriminant D = (2p — 4)? — 4p(3p — 4) = 16 — 8p?. Ztejm& je D > 0, pravé kdyz
p? < 2. Dvé feseni jsou prop = 1 aprop = —1.

H2. V krychli ABCDEFGH je bod K stfed hrany E'F', bod L stfed hrany C'D, bod S
stied stény ADH E abod T stfed stény BCGF (obr. 29). Ctyfihelnik 7K S L ma obsah
9v/2 cm?. Urete objem krychle.

Obr. 29

Redeni: Délku hrany krychle ozna¢me a. Ctyfdhelnik TK SL ma stejné dlouhé strany.
Je to kosoctverec, jehoZ thlopiicky maji délky |KL| = av/2, |ST| = a. M4 obsah
%ﬁ = 9v/2 cm?, odtud @ = /18 cm, objem krychle a® = 54v/2 cm®.

H3. Kolik Sesticifernych ¢isel neni délitelnych ani jednim z ¢isel 28 a 98?

Redeni: Uréime, kolik Sesticifernych &fsel je délitelnych 28, kolik 98 a kolik ob&ma, tj.
nejmensim spoleCnym nasobkem cisel 28, 98, tj. ¢islem 196.
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Z.Cisel 1 a2 999 999 je jich 35 714 délitelnych 28. ((Vlislem 28 je délitelné kazdé 28. z téchto
&isel, jejich pocet je tedy roven celé &dsti z &isla 29939 = 35714,...)

Podobné z ¢isel 1 az 999999 je jich 10204 délitelnych 98 a 5 102 délitelnych 196.
Z.Cisel 1a299999 je jich 3 571 délitelnych 28, 1 020 délitelnych 98 a 510 délitelnych 196.
Z ¢&isel 100000 az999 999 je jich 35 714—3 571 = 32 143 délitelnych 28,10 204—1 020 =
= 9184 délitelnych 98 a 5102 — 510 = 4 592 délitelnych 196.

Pocet Sesticifernych Cisel, kterd nejsou délitelnd zadnym z Cisel 28, 98, je

900000 — 32143 — 9184 + 4592 = 863 265.

H4. Pravouhly trojihelnik ABC' (s odvésnami
a, b) rozdélte ptickou XY, X € AC, 4
Y € AB, rovnobéZnou s C'B tak, aby troj-
thelnik AXY alichobéznik C' BY X mély stejné
obsahy (obr. 30). Vypoctéte délku = = |XY|
pomoci délek odvésen a, b, graficky ji sestrojte
a konstrukci popiste.

Redeni: Trojihelniky AC' B, AXY jsoupodobné
a jejich obsahy jsou v poméru 2 : 1. Délky od-
povidajicich si stran jsou tedy v poméru /2 : 1, X Y

X
odkud z = \/% Tuto délku sestrojime jako
stranu Ctverce s danou uhloprickou a.
B
C a B
Obr. 30
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Varianta |, zadani s resenimi

I1. V krychli ABCDFEFGH je bod P stied hrany AB, bod @ je stied hrany HG. Déle
K je stted PC, L je stred C'Q), M je stted QF a N je stted /P (obr. 31). Urcete obsah
Ctyfuhelniku K LM N, je-1i délka hrany krychle 10 cm.

Obr. 31

Redeni: Ctyfihelnik PC'QF ma stejné dlouhé strany. Je to koso&tverec, jehoZ tihlopiicky
maji délky | PQ| = 10v/2 cm, |EC| = 104/3 cm, takZe m4 obsah 50/6 cm?. Ctyfdhelnik
K LM N md poloviéni obsah 251/6 cm?.

12. Je ddna rovnice 22 + 10z + s = 0. Urdete parametr s a druhé feSeni rovnice, jestlize
vite, Ze jedno feSeni rovnice je rovno 7.

Redeni: Pro parametr s plati 72+10-7+s = 0, odtud s = —119. Rovnice 22 +10x—119 =
=0méareSenixy =7, xo = —17.

Jiné Fedeni: Pro feSeni 71 = 7, o dané rovnice plati (z — 7)(z — 22) = 2% + 10x + s,
odkud 7 4+ 2o = —10, 7Tz9 = s. Je tedy x5 = —17, s = —119.

I3. Predstavte si, Ze na ¢tvereCkovaném papiru je nakreslen obdélnik o rozmérech 56 x 32
ctvereCku. Strany obdélniku lezi v linkach ctvereCkovaného papiru. Na kolik ¢asti je jeho
uhlopficka rozde€lena priseciky s linkami?
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Redeni: Ve vnitinich bodech thlopfi¢ku protind 55 svislych a 31 vodorovnych linek.
Urcime jesté, v kolika z téchto priisecika se na tdhlopricce protind vodorovna linka se
svislou. Pomér stran daného obdélniku je 56 : 32 = 7 : 4, bude to tedy v 7 bodech (7, 4),
(14,8),..., (49, 28). Uvnitt dhlopficky lezi tedy 55 + 31 — 7 = 79 navzdjem riznych
prisecikil s linkami, které ji déli na 80 Casti.

Jiné fedeni: Ulohu vyfesime pro obdélnik 7 x 4 &tvereckd (10 &asti, bez dvojitych prise-
¢iki), jehoZz dhlopricka je osminou thlopticky daného obdélniku.

14. Na obr. 32 je trojihelnik ABC. Bod T je jeho tézisté, bod B’ stted AC, bod K stfed
B'A’. Pro bod L plati, Ze 3|AL| = |AA’|. Obsah trojihelniku ALB’ je roven 3. Urcete
obsah trojtihelnikd ABC' a CKA'.

Obr. 32

Redeni: Usecka AA’ je t&Znice trojihelniku ABC, takZe bod A’ je stied strany BC. Pro
obsahy trojuhelnikd v obrazku plati |[ALB'| = |[LTB'| = |TA'B/|, |A’'B'C| = |A’'B'A
|KA'C| =|KB'C|,|AA'B| = |[AA'C| aodtud [CK A'| = 3, |ABC| = 36.

b

2
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Varianta J, zadani s resenimi

J1. Motocyklistovi trva cesta za bezvétii ¢, hodin, proti vétru ¢, hodin. Jak dlouho by
mu trvala cesta s vétrem v zadech?

Redeni: Necht vitr foukd rychlosti w km/h, motocyklistova cesta mé&ff s km a s vétrem
. v s aw v S

v zddech by mu trvala ¢, hodin. Rychlost pfi jizdé za bezvétii je pak . km/h, rychlost
b

pfi jizdé proti vétru ; km/h a rychlost pfi jizdé s vétrem v zadech il km/h. Pro rychlosti

p z
S S S S tpt P
plati — = — — w, — = — + w. Odtud dostaneme ¢, = "> _ Uloha mé4 feSent pro
t, t t. ty 2, — ty
t, >ty
2
xc—Tr+p
J2. Re§terovnici 10 3 —2  —1 = (s parametrem p.
22 =T +p

Reseni: Dand rovnice je ekvivalentni s rovnic{ = 0. Kvadraticka rovnice

—x
2? — Tx + p = 0 ma diskriminant 49 — 4p. Pro p > 44—9 nemad v redlném oboru feSeni, pro
49

7+ /A9 —4p
I P Totez

plati i pro piivodni rovnici az na to, Ze ji nevyhovuje feSeni kvadratické rovnice z = 3,
kdy leva strana ztraci smysl. K tomu dojde pro p = 12; tedy v tomto pfipadé ma rovnice
jediné feSeni x = 4.

p = 2 m4d jediné feSeni z = %, pro p < £ md dvé& feseni z1 5 =

J3. Sestrojte ctyfihelnik PRST, jsou-li dany délky vSech Ctyf stran a vite-li, Ze dhlo-
pticka RT puli thel pfi vrcholu 7.

Redeni: (Obr. 33.) Pfedpoklddejme, Ze je Gtyiihelnik sestrojenaZe t > s. Sestrojme obraz
trojihelniku T'R.S v soumérnosti podle osy T'R. Obraz S’ bodu S padne na dsecku T'P.
V trojihelniku P RS’ zname velikosti vSech tif stran: |PR| = p, |RS'| =7, |PS'| = t—s.
Odtud konstrukce: Sestrojime trojihelnik PRS’, na polopiimce PS’ bod T tak, aby
|PT| = t, a pak bod S jako obraz bodu S’ v soumérnosti podle osy RT. Je-li s > t,
postupujeme obdobné.
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Je-li s # t, ma dloha feSeni, pravé kdyZ trojice Cisel p, r, |s — t| spliiuje trojihelnikovou
nerovnost, a to jediné. Je-li s = ¢, ma uloha reSeni, pravé kdyz p = r. V tomto pripadé
ma nekone¢né mnoho feseni.

J4. V uzaviené naddobé tvaru pravidelného ¢tyfbokého jehlanu s vySkou 15 cm a podsta-
vou tvaru Ctverce o stran€ 12 cm je nalita voda do dvou tretin vysky (obr. 34). Nadobu
prevratime podstavou dold. Do jaké vysky bude dosahovat voda?
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Reseni: Objem vody v nidobé je % -82.10 = 63—0 (cm?®). Po pievrdceni nadoby necht
ma voda hloubku v cm a jeji ¢tvercova hladina stranu s cm. Z podobnych trojihelniki
(obr. 35) je s : (1b —v) = 12 : 15 a odtud s = %(15 — v). Pro objem vody je

60 = 1.122.15 - 12(15 —v) = 112215 — 1 - 12(15 — v)? (cm®), odkud vypocteme

3

v=15— /2375 = 1,66.
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Varianta K, zadani s resenimi

K1. Dvé auta jedou po stejné silnici rychlostmi v; km/h a vo km/h. Kdyby jela proti sobé,
setkala by se za ¢ hodin. Za jak dlouho se setkaji, kdyZ jedou stejnym smérem?

Reseni: Necht je podatecni vzdalenost aut d km a necht se auta setkaji za 7" hodin. Pfi
jizdé proti sobé by platilo d = tv; + tvs, pfi jizdé stejnym smérem plati d = |T'vy — Tvs|.

Odtud T = ¢. LT V2
[v1 — va

K2. Reste nerovnici: )
logsz +logyx —2 20

Redeni: Substituce y = log, x pfevede nerovnici na y> + y — 2 > 0. Kvadratick4 rovnice
y*> +y — 2 = 0 ma kofeny 1 a —2. Nerovnici mizeme psat ve tvaru (y — 1)(y +2) = 0
a jejim feSenim jsou vSechna y < —2 a viechna y > 1. ReSenim pvodni nerovnice
jsou tedy vSechna x, pro néz log, v < —2, a v§echna z, pro néz log, x = 1, tj. vSechna
0<z < %1 a vSechna x = 2.

K3. Sestrojte trojihelnik ABC, je-li dano c, v, v,,.

Redeni: Nejprve vyfesime dva jednoduché specidlni piipady:

(1) Je-li v, = ¢, je vyska v, zaroven odvésnou AB pravouhlého trojihelniku ABC
s pravym uhlem pii vrcholu B, ktery snadno sestrojime. V tomto pfipadé ma uloha
feSeni, pravé kdyz v < 7, a to jediné.

(2) Je-li v = 3, je vySka v, zdroveri odv€snou AC' pravoudhlého trojihelniku ABC
s pravym udhlem pfi vrcholu C, ktery snadno sestrojime. V tomto piipadé md dloha
reSeni, pravé kdyz ¢ > v,, a to jediné.

Jeste si uvédomme, Ze pokud v, > c, uloha nema feSeni. Nadédle budeme predpokladat,
Zev, <cavy#g.

Sestrojime thel X C'Y velikosti 7. S ramenem C'X vedeme rovnobéZzku ve vzdélenosti
v, tak, aby protla rameno C'Y — prilisecik bude vrchol A. Vrchol B pak dostaneme jako
prusecik kruznice (A, ¢) s ramenem C'X (obr. 36).

Regitelnost tilohy a pocet feSeni zavisi na vzdjemné poloze kruZnice (A, c) a polopiimky
CX. V pifpadé v < 7 md tiloha 2 feSeni pro v, < ¢ < |AC| (obr. 37a) a 1 feSeni pro
c 2 |AC| (obr. 36). V piipadé v > 7 md tloha 1 feSeni pro ¢ > |AC| a jinak feSeni
nema4.

Poznamka: Vzhledem k tomu, Ze | AC| =

vyjadfit pomoci danych velicin takto:

Uq

, miZzeme proy < § podminky feSitelnosti

sin 7y

Uq Uq

ma uloha 1 feseni.

ma tloha 2 feseni, pro ¢ =

sin 7y sin 7y
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Obr. 36

. . v v , U . 4 ’ 7z

Pro v > 7 md dloha jedin€ feSeni pro ¢ > — ©_ a jinak feSeni nema.
sin vy
................................................................. /;/. e

CI
0,
(b)

Obr. 37

Jiné Feseni: Sestrojime tusecku AB velikosti c. Patu P vysky v, ziskdme jako prisecik
Thaletovy kruznice nad primérem AB s kruznici (A, v,). Déle sestrojime dva oblouky
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01, 09, z nichz je tisecka A B vidét pod thlem ~. Vrchol C' bude spole¢nym bodem piimky
BP s témito oblouky (obr. 37b).

Resitelnost dlohy a pocet feseni zavisi na vzajemné poloze piimky B P s dvojici obloukti
01, 09.

K4. Je dana krychle s hranou a. Vypocitejte povrch a objem ctyfbokého jehlanu, jehoz
podstavou je jedna st€na krychle a vrchol lezi ve stfedu jedné hrany jeji protilehl€ stény.
a3

?.
Jeho povrch se sklada z péti stén (obr. 38):

— &tvercové podstavy ABC' D (obsah a?)
— pravothlého trojihelniku BCV s odvésnami a, y/a? + (5)* = a - \/75 (obsah a? - \/Tg)
— pravouhlého trojihelniku ADV (obsah a® - \/Tg)

— rovnoramenného trojiihelniku DOV (obsah %)

Redeni: Jehlan m4 objem

— rovnoramenného trojihelniku ABV se zdkladnou a a vy$kou av/2 (obsah “25/5 )

Povrch jehlanu je %2(3 +V2+ \/5)

Obr. 38
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Varianta L, zadani s resenimi

L1. Za kolik minut po 4. hodiné€ se hodinova a minutova rucicka poprvé prekryji?

Redeni: Ve 4 hodiny sviraji ru¢i¢ky tihel 120°. Oto&i-li se hodinové rucicka o thel o,

minutova se oto¢i o dhel 12a.. Ru¢icky pak budou svirat thel (120° 4+ o) — 12« =

— 190° , o 120° SNSRI
= 120° — 11a. Tato odchylka nabude poprvé hodnoty 0° pro o = 57 . Hodinova rucicka

360° _ o 120° . 240 -
550 = 2 °, takZe 0 1° se oto&f za 2 minuty a o za == minuty.

se za 1 minutu otoci o 11 11

2243z—28
x+7

L2. Urcete pruseciky grafu funkce f(z) = 2 — log, ‘ s osami soufadnic.

Redeni: Dand funkce je definovdna pro ta z, pro né? z # —7 a v J;?f — 28 = 0.
Vzhledem k tomu, Ze 22 + 3z — 28 = (v — 4)(z + 7), je definovdnaprox # 4ax # —7
aje f(x) = 2 —logy |x — 4]. Osu x protne jeji graf v bodech [z, 0], kde f(z) = 0, tj.
logy |z — 4] = 2, 4. |z — 4| = 22, tj. x = 8 ax = 0. Osu x graf protind ve dvou bodech
[8,0] a [0, 0.

Osu y protne graf funkce f v bodech [0, 3], kde y = f(0), tj.

y=2-—1logy| —4|=2—-1logy4=2—-2=0.
Osu y graf protina v jediném bod¢ [0, 0.

L3. Sestrojte lichobéZznik K LM N, jsou-li dany thly «, 3 pri zdkladné K L, délka ramene
LM (|LM| =) a délka s stfedni pfi¢ky lichobézniku K LM N.

Redeni: Nejprve sestrojlme lichobéZznik STM N, v némz je délka zakladny |ST| = s,
délkaramene |MT| = a uhly pti zakladné ST jsou «, 3. Pak ho doplnime na lichobéznik
KLMN.

Uloha ma fesent, pravé kdyZ o+ 3 # 7 (to bychom dostali rovnob&znik) a
a to jediné (obr. 39).

Poznamka: Pfedpoklddejme, Ze o + (3 < 7. Podle sinové véty je

VT sin « _ sina
|IST|  sin(mr — (a+B))  sin(a+8)’

Nutnd a postacujici podminka feSitelnosti je v tomto piipadé

[-sin(a + ()
2sin «

< s (obr. 40).

V piipadé o + § > 7 dostaneme podminku
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_l-sin(a+ )

< 8.
2sin «v ¥
N M
1
2
g/ % S AN
1
2
a B
K L
Obr. 39
V
7—(a+ p)
N M
1
2
o g p
S T
Obr. 40

L4. Kulové ploSe o poloméru r = 5 vepiSme vélec, jehoZ obsah plasté se rovnd souctu
obsahii obou podstav. Vypoctéte povrch valce.
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Redeni: UvaZzujme vilec o poloméru podstavy p a vysce v. Rovnost obsahu jeho plasté a
souc¢tu obsaht jeho podstav znamend 2mpv = 2mp?, odkud p = .

Je-1i do koule o poloméru r vepsan valec o poloméru p a vysce v, je podle Pythagorovy
véty (obr. 41) 4p* + v? = 472, v nasem piipadé 5p% = 472, odkud p = v = \%r.

Vilec ma povrch 47p? = L2ar?,

Obr. 41
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Varianta M, zadani s resenimi

M1. Nakreslete graf funkce f(x) = z(|x + 4] — |x — 4]).

Redeni: Prox < —4je f(z) = 2((—2 — 4) — (—x + 4)) = -8,
pro —4 Sz < 4je f(z) = z((x +4) — (—x +4)) = 227,

prox = 4je f(z) =z((x +4) — (x — 4)) = 8.

Graf funkce f je tedy sloZen z Casti grafa té€chto tfi funkci (obr. 42).

Obr. 42

[

M2. Reste rovnici cos 15° sin 3z — sin 165° cos 3z = —

Re$eni: Podle zndmych vzorct je sin 165° = sin(180° — 165°) = sin 15°,
cos 15° sin 3z —sin 165° cos 3z = cos 15° sin 3z —sin 15° cos 3z = sin(3x—15°). ReSime

tedy rovnici sin(3x — 15°) = —?.

55



Postupné dostavame

3x — 15° = 225° 4+ k - 360° nebo 3z — 15° = 315° + k - 360°,
3x = 240° 4+ k - 360° nebo 3x = 330° + k - 360°,
x =80°+ k- 120° nebo x = 110° + k - 120°, kde k je libovolné celé Cislo.

M3. Soucin 9. a 16. ¢lenu geometrické posloupnosti je 2. Urcete soucin prvnich 24 ¢lenti
této posloupnosti.

Reseni: Ozna¢me n-ty Clen posloupnosti a,, a jeji kvocient q. Je ddno, Ze

8 15 2 23
ag - a1 = a1q- - a1q” = ayq” = 2.
Odtud dostaneme
24223 24 BB (2 23)12 912
a1G9a3 . .. A4 = a5 =ai"q 2 =(ajq”)" =2".

M4. Ctyidhelnik ABC D je vepsan do kruZnice. Ur&ete velikost isec¢ky AE, je-li (obr. 43)

ICD| =7, |DE|=3, |AB|=11.

B
Obr. 43

Redeni: Trojihelniky ABE, DCE jsou podobné, nebot' | L BAE| = |/BAC| = |£/BDC| =
= |ZEDC| (obvodové tihly k tétivé BC) a |[ZAEB| = |£DEC|. Je tedy 52 = S2a

AE| — |DE|
odtud
|AB| - |DFE| _11-3 33

AB| =

|CD] 7 7
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Varianta N, zadani s resenimi

N1. Nakreslete graf funkce y = sin 2|z + §| pro x € (=27, 27).

Redeni: (Obr. 44.) Vyjdeme z grafu funkce y = sin x. Posunutim o 7 ve sméru osy x
(doleva) ziskdme graf funkce y = sin(x + 7). S nim se pro x = —7 shoduje graf funkce
y = sin |z + §| a pro < —7 ho doplnime soumérné podle osy + = —7. Kone¢né graf
funkce y = sin 2|z + 7| z ného vznikne ,,dvojndsobnym zahuSténim®.

PO
Sl
¢%\07’~ ¢%\i\q/\
N m [/,
N\, EY4

Obr. 44

N2. UvaZujme vSechny trojihelniky, které maji vSechny vrcholy ve vrcholech daného
pravidelného desetitihelniku. Kolik procent z té€chto trojihelniki je tupodhlych?

Redeni: Dany pravidelny desetitihelnik oznaéme A; A, . .. Ajg. Uhlopiicka A; Aj, vyme-
zuje dvé poloroviny: v jedné maji obvodové dhly A;A; A stejnou velikost a, ve druhé
stejnou velikost 7 — «a.. Nad dhloprickou A; Ag jsou vSechny obvodové thly pravé, nad
uhloprickami A; A3 a A Ag jeden tupy, nad Ay A4 a A1 Ag dva tupé, nad A; As a A; Ay tfi
tupé. Celkem tedy 12 tupothlych trojihelnikt obsahuje (jako nejdelsi stranu) nékterou
z thlopticek A;Aj. To plati pro kazdy z vrcholid Ay, ..., Ajg, takZe tupodhlych troj-
dhelnikd je celkem %12 = 60. Viech trojihelnikd je () = 120, tedy tupothlych je
50%.

N3. Urcete vSechny hodnoty parametru a, pro néZ funkce

f(z) = (a+1)2* — 3azx + 4a

nenabyva hodnoty f(z) = 1 pro zadné x.
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Redeni: Podminka je splnéna, pravé kdyZ kvadratickd rovnice
(a4 1)2* —3ar +4a—1=0
nema feSeni, tj. pravé kdyz jeji diskriminant je zaporny, tj.
9a* — 4(a+1)(4a — 1) = —Ta®> —12a + 4 = —7(a + 2)(a — 2> <0,

7
ti.proa & (—2,%).
Jesté zbyva prozkoumat pfipad a = —1, kdy rovnice neni kvadratickd. Jde o rovnici
3x — b = 0, kterd ma feSeni a f pro toto a hodnoty 1 nabyva.

. 2
Funkce f nenabyvd hodnoty 1 proa < —2aproa > =.

N4. V kvadru ABCDA'B'C'D’ je pti obvyklém znaceni |/ ABA’| = 30°, |ZCBC'| =
= 45°. Vypoctéte cos |[LA'BC'|.
Redeni: (Obr. 45.) Ozna¢me |AA’| = a. V pravodhlém trojihelniku ABA’ pak bude

A'Bl=—2 =2

sin 30°

a v pravouhlém trojihelniku BC'C’ bude |BC’| = av/2. Stény ABB'A’, A'B'C'D’ jsou
shodné, takze |A'C’| = |A’B| = 2a. Trojtihelnik A’BC’ je rovnoramenny se zakladnou
|BC"| = av/2 arameny |A'B| = |A'C"| = 2a, odtud

B_V2

Cos (p = o 1
D'’ C'
. 2a
A’ : -
B2 a
~2a
a :
Di >
A0 P 4> ¢
a
A a3 B B
Obr. 45



Varianta O, zadani s resenimi

O1. Urcete viechny hodnoty parametru a, pro néz funkce f(z) = (1 —a?)2?+2(1+a)x
nabyva hodnoty f(z) = 2 pravé pro jedno .

Reseni: Podminka je splnéna, pravé kdyZ rovnice (1 — a®)2? 4+ 2(1 + a)r — 2 = 0 ma
jediny kofen. Pro a = —1 ma rovnice tvar —2 = 0 a nemad feSeni. Pro a = 1 ma rovnice
tvar 4r — 2 = (0 a m4 jediny koren.

Proa # 1, a # —1 jde o kvadratickou rovnici s diskriminantem 4(1 + a)? + 8(1 — a?) =
= 4(1 + a)(3 — a), ktery je roven 0 pro a = 3 (a = —1 nevyhovuje).

Podminka je splnéna pro @ = 1 a pro a = 3.

02. V podniku pracuje 200 délnikd. Vedeni podniku hodla zvysit vyrobu o 32%. Za-
vedenim nové technologie se zvysi vykonnost délnikti o 10%. Kolik délnikt bude tieba
jesté prijmout?

Redeni: Starou technologif by zvysenou vyrobu zajistilo 200 - 1, 32 délniki, novou tech-
nologif 2532 = 240 délnik. Je tfeba piijmout dalich 40 d&lnikd.

03. Délky stran pravouhlého trojihelniku oznaCme a, b, ¢ tak, aby a < b < ¢, délku
vysky na preponu v. DokaZte, Ze trojihelnik, jehoZz strany maji délku b — a, v, ¢ — v, je
pravouhly.

Regeni: Podle Pythagorovy véty je ¢> = a®+b?. Dile je ab = cv (z dvojnasobného obsahu
nebo z podobnych trojahelniki). Je tedy (b—a)?+v* = b*—2ab+a*+v? = 2 —2cv+0v? =
= (c —v)2

O4. Nakreslete graf funkce y = |31~ — 9.

Redeni: (Obr. 46.) Vyjdeme z grafu funkce y = 3°. Posunutim o 4 ve sméru osy z
doprava z ného dostaneme graf funkce y = 3%, Graf funkce y = 3/*~*I se s nim pro
x = 4 shoduje, pro x < 4 ho dostaneme pieklopenim podle piimky x = 4. Graf funkce
y = 31*7l — 9 dostaneme z grafu funkce y = 3/*~*l posunutim o 9 ve sméru osy y
doli. Kone¢né graf funkce y = |31*~*l — 9| vznikne preklopenim té Easti grafu funkce
Yy = 3=zl _ 9, ktera je pod osou z, nad osu z.
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18 :
[y=3
.": y= 3=
\ '/ }\/q\
: | \ z >
8 \ \ .
| \/
3 y
IEEVAN
""" V=3 .
0 1 2\\ 3 4 5 /6 7
\\ j
\ /
\ /
\ /
\\\ //3/ — 3\47x|_ 9
A /
- AN J/
-8 P
Obr. 46
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Varianta P, zadani s resenimi

P1. Najdéte vSechna redlna Cisla x, pro ktera plati:

\/1+x+\/1—x+\/1—|—x—\/m_
Vite—y1-—z Vita+Vi—x
Redeni: Vyraz na levé strand ma smysl, pravé kdyz soucasné 1 +z > 0, 1 —z > 0,
l+x#1—2a,tj.proz e (—1,0)U(0,1).
Upravme ho:

4.

Vite+Vli—-oz Vidtoz—V1i-z
Vitz—Vi—z Vitz+VI-z
Vi+z+vVI—a)P+(V1+2z—-vV1i—2)? 20+2)+2(1—-z) 2

(VIta)?—(VI-2)? A+ -(1-2) =
2

Rovnice = = 4z md feSeni x; = \/% To = —\% a ta jsou feSenim zadané rovnice.
T

s V7

P2. Najdéte viechna ptirozend ¢isla n < 100, pro kterd je &islo n? + 3n — 28 délitelné 37.

P s

edeni: Kvadratick4 rovnice n? 4+ 3n — 28 = 0 m4 kofeny 4 a —7, je tedy n? 4 3n — 28 =
(n+ 7)(n — 4). Protoze 37 je prvocislo, je soucin dvou ¢isel délitelny 37, pravé kdyz
je 37 délitelny néktery z Cinitelii. Pro n < 100 je n + 7 délitelné 37 pro n = 30 a pro
n = 67, n — 4 je délitelné 37 pron = 41 apron = 78.

P3. Sestrojte graf funkce f : y = |||z| — 1| — 1| a pak feste rovnici |||z] — 1| — 1| = 3.

Reseni: Postupné odstranime absolutni hodnoty.

Prox 2 0je |z| =z, takze y = || — 1| — 1.

Prox 2 1lje|lr—1|=x—1,takZey=|r — 1 —1| = |x — 2|.

Prox = 2je |x — 2| =x — 2, takZey = x — 2.

Prox <2je|r —2|=2—ux,takZeprol Sz <2jey =2 — x.

Prox <lje|lr—1]=1—x,takzepro0 =z <ljey=|1—-ax—1]=|—z|==.
Tak jsme pro kazdé x = 0 vyjadfili danou funkci bez absolutnich hodnot a snadno

sestrojime jeji graf, kter}’l_je v oboru x = 0 sloZen z &asti graft funkciy = x,y = x — 2
ay =2 — x (obr. 47).
Podobné bychom mohli odstranit absolutni hodnoty pro z < 0, staci si vSak vSimnout,

ze f(—x) = f(x), takze graf je soumérny podle osy ¥.

Reseni rovnice f(x) = % dostaneme jako x-ové soufadnice prisecikd grafu s ptfimkou
1 5 3 1135
Yy = 3 Jsou to T95 79 T 959595 5
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| -
A=y y=x
: y=x-2
11 1
N N LN )
2 -1 0 12 X
Obr. 47

Jiné feseni: (Obr. 48 a 49.) Vyjdeme z grafu funkce y = |z| a postupné sestrojujeme grafy
funkeiy = |z| =1y = |lz] =1y = [|lz| = 1] = Tay = [[|z] — 1] = 1].

y
¥y =l
() X
Y
y=kl-1
N
~1
Obr. 48
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y
y=|x -1
1 0 1 X
y
y=Ixl-1]-1
2N -1 ) x
1
y
Y=l = 1] = 1]
1
2 -1 0 ) X
Obr. 49

P4. Je dadna krychle a na jejich hranach body P, @), R. Na obr. 50 je sit této krychle.
Vyznacte v siti fez krychle rovinou PQ R.

Obr. 50
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Redeni: Ozna¢me odpovidajici si vrcholy na krychli a v siti a vyzna¢me na krychli dané
body P, (), R (obr. 51a, b).

0= ——C
) e B'=0
P
R o
D! C' A D C B
%
A Bl=0 B
Ro ‘ _____________ ®
D17 C K
A B A B
(a) (b)
0=B'g—C
" D' C B'=0
P
R 0/
Dr C' A D C B
Ar: E B’:Q A B
Re¢ ‘ _____________ s
DT/ C K
A B A' 5=0
©) (d)
Obr. 51

Bod R lezi na hrané, tedy ve dvou sténach, bod () ve vrcholu, tedy ve tfech sténach, proto
se budou na siti vyskytovat ve dvou, resp. tfech ¢tvercich. Na krychli sestrojime fez (obr.

S1c) a preneseme ho do sité (obr. 51d).
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Varianta Q, zadani s resenimi

Q1. V krychli ABCDEFGH (obvyklé znaceni) protnéme dhlopticku DF' pfimkou
vedenou k ni kolmo vrcholem B. Vyznacte v obrazku krychle priisecik P téchto pfimek.

Regeni: (Obr. 52.) V obdéIniku DBFH je 152! = v/2. Z podobnych trojiihelniki DPB,

\DP| __ |DB| | |PF| _ |BF] |DP| _ |DBP* _
DBF', BPF mame PE| = [BF| @ [PB] = |BD]’ odkud PF] = [BFP = 2.

H \ F

Obr. 52

Bod P tedy déli thlopticku D F'v poméru 2 : 1 a snadno ho do obrazku krychle doplnime.

Q2. V mnoziné redlnych &isel feste rovnici 2 cotg 2z + 4sinx = 7.

COS T D)

Reseni: VyuZijeme vztahl cotgx = a sin” x + cos’z = 1 a rovnici upravime na

sin x

tvar 4sin*z — 9sin®’z + 2 = 0. Substituci y = sin®z ji prevedeme na kvadratickou
rovnici 4y?> — 9y + 2 = 0, kterd m4 kofeny y; = 2, y» = }1. Ke kofenu y; neexistuje
74dné x, pro néZ by sin®z = 2, nebot’sin’z < 1 pro kazdé z. Ke korenu Yo najdeme
v intervalu (0, 27) &tyfi hodnoty z, pro n€Z sinz = 3 nebo sinz = —1; jsou to 3 5;; , 767; ,
11” . Dalsi feSeni se od nich 1i$i o ndsobky 27. Resem dané rovnice ]sou Cisla %, 5” a dalsi

01sla liSici se od nich o nasobky 7.

Q3. Najdéte vSechny dvojice redlnych cisel x, y, pro které plati

w@+yx+mx+w3
$2+y2 x4_y4

= 1.
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Reseni: Upravime levou stranu, kterd ma smysl, pokud = # y, © # —y:

w(x+y)  yle+y)?  (z+y)(@®+y*+ 2y’ + 2%y)
o 4 4

,T2 _|_ y2 .’,U4 _ y4 4 — y
(z+y)(z(@®+ ) +yl@®+47)  (z+y)? @ +vy*)
o T4 y4 - T4 — y4 -

(z+y)? _z+y
22—y xr—y

Posledni zlomek je roven 1 pravé pro ty dvojice z, y, pro které y = 0, = # 0.

Q4. Dopliite chybéjici Cislice X, Y tak, aby ¢islo 24 X92Y 12 bylo délitelné 72.

Redeni: Cislo je délitelné 72, pravé kdyZ je soucasn& délitelné 8 a 9. Cislo je dé&litelné 8,
pravé kdyz posledni trojcisli je délitelné 8, v naSem pfipadé kdyz Y je lichd Cislice.
Cislo je délitelné 9, pravé kdyz souet jeho &islic je délitelny 9, v nagem pifpadé kdyz
X +Y = 7nebo X + Y = 16. ReSenim jsou nasledujici dvojice (Y, X): (1,6), (3,4),
(5,2), (7,0), (7,9), (9,7).
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Varianta R, zadani s resenimi

R1. Je dina funkce

fry=ka*+ (3k —2)x + k — 2, kde k je redlny parametr.
(a) Zvolte k = 1 a pro tuto hodnotu sestrojte graf funkce f.
(b) Urcete vSechny hodnoty parametru k, pro néz plati f (0) - f (—2) < 0.

(c) UrCete vSechny hodnoty parametru k, pro néZ je x; = 0 kofenem rovnice f (x) = 0.
Pro tyto hodnoty k uréete druhy kofen rovnice f (z) = 0.

Redeni: (a) Pro k = 1 pro piedpis funkce fplati y = 2> + 2 — 1 = (x + %)2 — g. Graf
funkce f je parabola na obr. 53.

Obr. 53

(b)Je f(0) =k — 2, f(—2) = —k + 2, hledame tedy vSechna k, pro néz je
(k—2)(=k+2) <0, neboli
(k—2)*>0.

ReSenim této nerovnice jsou viechna k # 2.
(c) Rovnice f(0) =0, tj. k — 2 = 0, méd feSeni k = 2. Pro k = 2 feSime rovnici
222 + 4 = 0, kterd m4 kromé feSeni x; = 0 druhy kofen o = —2.
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R2. Urcete pocet vSech osmipismennych slov, kterd 1ze vytvofit ziménou pismen slova
ARMATURA a ktera zacinaji i konc¢i samohldskou. Slova nemusi mit Zadny skutecny
vyznam.

Redeni: Hledand osmipismennd slova jsou tif typd: prvni typ je A...... A, kde je %!
moznosti; druhy typ je A...... U, kde je % moznosti; tieti typ je U. ... .. A, kde je %
moznosti.

Celkem je %! +2- 2% = 720 moznosti jak vytvorit poZadovana slova.

R3. Je déna krychle ABCDEFGH a plati | AB| = a. UrCete vSechny roviny, které maji
tyto vlastnosti: obsahuji té€lesovou thlopticku AG krychle a jejich priinikem s krychli je
kosoctverec. Prinik znadzornéte na obrazku (pro kaZzdou rovinu zvlast). V kazdém piipadé
vypoctéte obsah tohoto kosoctverce.

Redeni: Jedna thlopiicka kosoétverce je tise¢ka AG. Uhlopiicky kosoétverce jsou na sebe
kolmé, proto jeho vrcholy K, L lezi v roviné kolmé k pfimce AG a prochdzejici stfedem
krychle. Tato rovina prochézi stfedy Sesti hran BC, CD, DH, HE, EF, F' B. Existuji
tedy tfi dvojice bodti K, L (obr. 54 a 55). Ve vSech tfech ptipadech je

|AG| =aV/3, |KL|=aV?2,

1 6
AKGL| = - |AG| - K L] = ga?

68



L
E
F
a
D
c
K

4 a B

H G

E

Obr. 55

Jiné reseni: Kazdy fez krychle rovinou obsahujici thlopticku AG je zfejmée rovnobeZnik.
Dalsi dva jeho vrcholy K, L pfitom lezi na nékteré z dvojic rovnobéznych hran C'D a
EF, BC a FH, nebo BF a DH. Kosoctverce budou mezi nimi ty, které maji stejné
dlouhé strany. To nastane, pravé kdyZ budou vrcholy K, L lezet ve stiedech piislusnych
hran. Dale feSeni pokracuje stejné, jako je uvedeno vyse.
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R4. Urcete vSechny hodnoty z, pro které plati
cos2x < sinw.

Reseni: Postupné provddime ekvivalentni Gpravy nerovnice:

cos2x Ssinx
cos’z —sin®x < sinx
2¢in’z +sinz—12>0
. 9 1.
sin x+—smaz—§§0

1
(sinx + 1)(sinx — 5) >0

Dané nerovnici vyhovujf pravé ta z, pro néz sinz < —1, a ta z, pro néZ sinz 2 1, tj.
v =3n+2krax € (+2km, 3n + 2km), kde k je celé &islo.

Grafické feseni pro interval (0, 27) je patrné z obr. 56.

e
NEY S

Obr. 56
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Varianta S, zadani s resenimi

S1. Je déna funkce
fry=a2?+2(2k— 1)z — 3k + 1, kde k je redlny parametr.
(a) Zvolte k = 1 a pro tuto hodnotu sestrojte graf funkce f.
(b) Urcete vSechny hodnoty parametru &, pro néz ma rovnice f (x) = 0 dva rdzné redlné
kofeny.
(c) Urcete vSechny hodnoty parametru k, pro néz se graf funkce f dotykd osy .
Regeni: (a) Pro k = 1 pro predpis funkce f plati y = 22 + 22 — 2 = (2 4+ 1)? — 3. Graf
funkce f je parabola na obr. 57.

y=x"+2x-2

Obr. 57

(b) Kvadratickd rovnice 22 +2(2k — 1)z — 3k + 1 = 0 md dva rzné redlné kofeny, pravé
kdyz jeji diskriminant je kladny, tj. kdyZ plati

4(2k —1)* —4(—=3k +1) >0, neboli
4k* —k >0, neboli
k(4k — 1) > 0.

ReSenim této nerovnice jsou vSechna k£ < 0 a vSechna k > }l.

(c) Graf funkce f se dotyka osy x, pravé kdyZ pro diskriminant rovnice
22+ 22k — 1)z — 3k + 1 = 0 plati 4(2k — 1)®> — 4(=3k + 1) = 0, neboli 4k*> — k = 0.
Kofeny této rovnice jsou k = 0a k = i.
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S2. Rychlikova souprava bude tvoiena ze dvou nerozliSitelnych zavazadlovych vozi,
jednoho jidelniho vozu, tfi nerozlisitelnych ltizkovych vozi a dvou nerozlisitelnych lehat-
kovych vozi. Kolik riznych typl souprav lze sestavit, ma-li byt prvni bud zavazadlovy
vz, nebo jidelni viiz?

7!

7! !
2-31-2

a3 moznosti. Je-li prvni jidelni viz, je

Reseni: Je-li prvni zavazadlovy viz, je
moZnosti.

O (

a3 T 3313 = 030 mozZnosti jak vytvorit rychlikovou soupravu.

Celkem je

S3. Je dana krychle ABCDEFGH a plati | AB| = a. UrCete vSechny roviny, které maji
tyto vlastnosti: obsahuji usecku KL, kde K je stied stény ABCD a L je stfed stény
BCGF krychle, a jejich prinikem s krychli je rovnostranny trojihelnik. Prinik znédzor-
néte na obrazku (pro kazdou rovinu zvlast). V kazdém pitipadé vypoctéte obsah tohoto
rovnostranného trojuhelniku.

Redeni: Body K, L jsou stfedy stran rovnostranného trojihelniku, nebot to jsou stiedy
stén krychle. Useka K L je tedy stiedni piickou rovnostranného trojihelniku, proto jeho
strana ma délku rovnu délce sténové uhlopticky krychle, takze to je st€nova uhlopficka
krychle. Existuji dvé sténové thlopiicky krychle rovnobézné s K L (obr. 58). V obou
pripadech je

|GD| = |AF| = aV2
V3 V3

1
BGD| = |ACF| = - -|AC| - —|AC| = —a".
BGD| = |ACF| = - - |AC| - Y2AC| = XZa
H G H G
E E F
F
a a
I L
D
D C C
K a K a
A a B A a B
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S4. Urcete vSechny hodnoty x, pro které plati

Vb sinx + cos 2z + 2 cosx = 0.

Reseni: Rovnici postupné upravujeme:

Vhsinz + cos2x + 2cosz = 0

5sinz + cos2x = 4 cos’ x

5sinz + cos’z — sin’x = 4 cos® x
5sinz — 3cos?x —sin’z = 0

2sin?z + 5sinz —3=0

Odtud dostaneme
(sinz) —5+£7
sinx); o = :
1,2 1
Rovnicisin z = —3 nevyhovuje Zddné z, rovnicisin r = % vyhovujivSechnaz = ¢+2km

a vSechna r = %77 + 2k, kde k je celé Cislo.

Po provedeni zkousky vyjde, Ze feSenim dané rovnice jsou pouze Cisla x = %w + 2km,
kde k je celé Cislo.
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Varianta T, zadani s reSenimi

T1. Urcete nejmensi a nejvétsi hodnotu funkce f na intervalu (—3,4), jestlize

fry=1]1-2z|— |z +2|+x.

Redeni: Extrémy funkce f uréime z jejtho grafu. Interval (—3, 4) je délicimi body rozdélen
na podintervaly, na nichz mé funkce f tento ptredpis:

re(-3,-2)wy=1-2x+2x+2+2=3

1
x€<—2,§> y=1-2r—ox—-24+2x=-20—-1

1
x€<§,4> y=2r—1—ax—-24+2=2x—-3

Graf funkce f je na obr. 59. Nejmensi hodnota této funkce je f (%) = —2, nejvétsi hodnota
je f(4) =5

Obr. 59

74



T2. Cislo 64 103 je pétimistné, je slozené z riiznych &islic, nezaéind nulou, mé &islici na
misté jednotek o tfi vétSi nez Cislici na misté desitek a tfikrat vétsi nez Cislici na misté
stovek. Kolik je takovych Cisel?

Regeni: Pro posledni trojéisli jsou t¥i moznosti: 103, 236, 369

(1) Cisla ..103 mohou mit na misté desetitisicd jednu ze sedmi Cislic, na misté tisict
jednu z Sesti Cislic. Téchto Cisel je tedy 7 - 6 = 42.

(i1) Analogicky ¢isel . . 236 je 6 - 6 = 36.

(111) A Cisel .. 369 je 6 - 6 = 36.

Hledanych cisel je celkem 42 + 36 + 36 = 114.

T3. V pravouhlém trojihelniku ABC' s pravym thlem pfi vrcholu C' je pfi obvyklém
znadenf tga = 3 a |51 9| = 4 cm, kde S je stfed strany AC' a S, je stfed strany BC.

(a) Vypoctéte délku strany b.
(b) Zapiste postup konstrukce trojihelniku ABC' a trojihelnik narysujte.

Redeni: (a) Pro strany a, b, ¢ trojihelniku ABC podle zadani plati ;= % ac=8cm.

Pouzitim Pythagorovy véty dostaneme 8% cm? = (3b)? + b2, odkud b = 6,4 cm.

k

V7
77

S] SZ

//

A i B
Obr. 60
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(b) Postup konstrukce:

(i) 5199, |S152| = 4 cm

(ii) Thaletova kruZnice ¢ nad primérem S7.55
(i) C, C € ¢t N k(S1;3.2cm)

(iv) A, A e CSy, |[AS| = |CS1], A#C

(v) B, B€ CS,, |BSy| =|CS,], B#C

Konstrukce trojuhelniku je na obr. 60.

T4. Je dana kvadratickd rovnice s parametrem k:
2?—(k+4)z—-6=0

Urcete hodnotu parametru £ tak, aby pro jeji kofeny z1, x5 platilo

6 , 6

T1

Reseni: Kofeny dané rovnice jsou

k+4+/(k+4)2+24
2

T12 =

pro kazdé redlné cislo k.
Hleddme vSechna redlnd Cisla k, pro néz plati

62 62
+ =5
k+4++/(k+4)2+24 k+4—/(k+4)2+24

Ekvivalentnimi upravami dostaneme:

12-2-(k+4)
(k+42— (k+42—24
k+4=-5
k=-9
Snadno se presvédcime, ze kotfeny x; = 1, o = —6, které odpovidaji tomuto parametru,
danou podminku skute¢né spliuyji.
Jiné reSeni: Podminku upravime na tvar m% + x% = % = 5. Podle Viétovych vzorct

vyjadtujicich koeficienty kvadratické rovnice pomoci kofentl je x1 + o = k +4, x129 =
6(k+d)

= —0. Po dosazeni dostane podminka tvar =——~ = 5, odkud k = —9.
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Varianta OA

OAl. Najdéte vSechny hodnoty parametru p, pro néZ ma nerovnice
2 +pr+5< 344
(a) 0 feSeni, (b) pravé | fesenti, (c) pravé 2 fesSeni, (d) vice nez 2 fesSeni.

OA2. V pravouhlém trojihelniku A BC ozna¢me F patu vysky na pfeponu A B. Vyjadrete
délku d use¢ky BE pomoci délek odvésen a = |BC|, b = |AC|. Jakych hodnot mtize d
nabyvat, je-lia =1,b < a?

| sin z|

OA3. Nakreslete graf funkce y = v intervalu (0, 47).

z
COS 5

OA4. V obrazku krychle ABCDEFGH (standardni znacen{) vyznacte bod R spole¢ny
tfem rovinam ACH, BDF, ABE.
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Varianta OB

OB1. Najdéte vSechna reédlna ¢isla x, pro ktera plati

\/4:6—2\/x+1:\/2x+\/x+1.

1

OB2. Nakreslete graf funkce y = :
3|z| —2

OB3. Uvazujme kvadr se ¢tvercovou podstavou a s celo¢iselnymi velikostmi hran (v cm).
ProdlouZime-1i jednu hranu o tfetinu jeji délky a jednu hranu o tfetinu zkratime, zmensi
se jeho objem o 150 cm?. Uréete pivodni rozméry kvadru.

OB4. Do dvou krychli na obr. 61 dopliite pismena R tak, aby jejich poloha souhlasila se
siti.

=
¥ OR
=

Obr. 61
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Varianta OC

OC1. KruZnici obihaji rovnomérné a v opacném smyslu body B a b. Bod B ji obéhne za
T sekund, bod b za t sekund (7" > t). Na pocatku jsou body B, b ve stejné poloze. Za jak

v Y

dlouho se pristé opét setkaji?
OC2. Kolik péticifernych cisel, kterd zacinaji i konci Ctyikou, je délitelnych Sesti?

OC3. Urcete v zavislosti na hodnoté parametru p, kolik feSeni v oboru redlnych ¢isel ma
rovnice

(p+2)2°+(1—px+1=0.

OC4. Uvazujme pravidelny Sestiboky kolmy hranol ABCDEFA'B'C'D'E'F",
= |AA’| = 1. Vypoctéte povrch a objem trojbokého jehlanu ACC'E’.

AB| =
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Varianta OD

OD1. V obrazku krychle ABCDFEFGH (standardni znaceni) vyznacte prasecik P
thlopiicky EC' s rovinou BDG.

OD2. Najdéte vSechna reédlnd ¢isla z, 0 < = < 27, pro kterd plati
1
> 2v/2sin 2.
COS

OD3. Ozna¢me S prasecik thlopricek lichobézniku ABC'D s obsahem 1. Vyjadrete
obsah P trojihelniku C'D.S pomoci délek zakladen a = |AB|, b = |C'D|. Jakych hodnot
milZe obsah P nabyvat, je-li a > b?

OD4. Nakreslete graf funkce

|a* — 2 —6

Y T+ 2
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Varianta OE

OEL. Kolik péticifernych cisel délitelnych 36, v nichZ se zadna Cislice neopakuje, 1ze
sestavit z Cislic 1, 2, 3, 4, 5, 6?

OE2. Do obr. 62 dokreslete fez krychle rovinou PQ) R. Obdobné, jako je tomu u bodu P,
@, R, vyznacte i u ostatnich prisecikli hran s rovinou fezu jejich vzdalenost od vrchola
krychle.

15 R 15
10
r O
20
P
Obr. 62

OE3. Kruznici opiSme a vepiSme pravidelny Sestiihelnik. Urcete pomér obsahil téchto
Sestithelnik.

OE4. Je dano realné Cislo p. Najdéte vSechna redlna Cisla x, pro ktera plati
|z —p ==z

Urcete zdvislost feSeni na parametru p.
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Varianta OF

OF1. Uvnitf trojihelniku ABC' zvolme bod X a sestrojme jeho obraz X, (Xj, X,)
v osové soumérnosti s osou BC (AC, AB). UrCete polohu bodu X tak, aby obsah
Sestidhelniku AX.BX,C X} byl co nejvetsi.

OF2. Petr a Pavel maji dnes narozeniny. Dohromady je jim 24 let. Pfed nékolika lety byl
soucin jejich vékt 16. Kolik jim je dnes let?

OF3. Dané krychli opiSme a vepiSme kouli. Uréete pomér objema téchto kouli.

OF4. Nakreslete graf funkce y = |22 — 4| + 3.
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Varianta OG

OGL1. Popiste, jak sestrojite (kruzitkem a pravitkem) ¢tverec, ktery ma stejny obsah jako
dany trojihelnik ABC'.

OG2. Reste rovnici (v/a — 2)2? — 2zv/a — 2+ y/a + 2 = 0. Provedte diskusi vzhledem
k parametru a.

OG3. Sectéte vSechna Sesticifernd Cisla, kterd zacinaji i konci Sestkou.

OG4. Odfiznutim vrcholu A’ dostaneme z krychle ABC DA’ B'C' D’ téleso T’y (obr. 63).
Z ného stejnym zptsobem odfizneme vrchol C' a dostaneme tak téleso T4c. Vypoctéte
povrch a objem télesa Ty, je-li |[AB| = 1.

Cl

Obr. 63
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Varianta OH

OH1. Najdéte viechna celd &isla p, pro néZ m4 rovnice pz? 4 px + p + 6x + 3 = 0 dvé
rlizna realna reseni.

OH2. Vkrychli ABCDEFGH jebod K stied hrany £ H, bod L stfed hrany BC, bod S
stied stény ABF'E abod T stfed stény DC'G H (obr. 64a). Ctyfihelnik 7'K .S L mé obsah
10v/2 cm?. Uréete objem krychle.

OH3. Kolik Sesticifernych ¢isel neni délitelnych ani jednim z ¢isel 63 a 427

OH4. Rovnoramenny trojuhelnik ABC' rozdélte prickou XY, X € AC,Y € BC,
rovnobéznou se zdkladnou AB tak, aby trojuhelnik C XY a lichobéZnik ABY X mély
stejné obsahy (obr. 64b). Vypoctéte délku = = | XY | pomoci délek zdkladny c a vysky v,
graficky ji sestrojte a konstrukci popiste.

H G
é C
%
.S
X Y
D R C X
L
A B A c B
(a) (b)
Obr. 64
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Varianta Ol

OI1. V krychli ABCDEFGH je bod P stred
hrany AF, bod () je stied hrany C'G. Déle K je
stted BQ), Ljestred QH, M jestited HP a N je
stted P B (obr. 65). Urcete obsah Ctyfuhelniku
K LM N, je-li délka hrany krychle 8 cm.

OI2. Je dana rovnice 2 — 8z + s = 0. Urlete
parametr s a druhé feSeni rovnice, jestlize vite,
Ze jedno feSeni rovnice je rovno 15.

OI3. Predstavte si, Ze na ¢tvereckovaném pa-
piru je nakreslen obdé€lnik o rozmérech 48 x 36
ctvereCku. Strany obdélniku lezi v linkach ¢tve-
reCkovaného papiru. Na kolik Casti je jeho uh-
lopticka rozdélena priiseciky s linkami?

Ol4. Na obr. 66 je trojihelnik ABC. Bod T
je jeho tézisté, bod A’ stted BC, bod K stfed

| L
E -
P&
D
N
!

Obr. 65

C"A’. Pro bod L plati, ze 3|C'L| = |CC"|. Obsah trojuhelniku A’LC' je roven 4. Urete

obsah trojuhelniki ABC a BKC".

Obr. 66
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Varianta OJ

OJ1. Motocyklistovi trva cesta za bezvétii ¢, hodin, s vétrem v zadech ¢, hodin. Jak
dlouho by mu trvala cesta proti vétru?

x? — px + 12

0J2. Redte rovnici 10 3 —« = 1 s parametrem p.

0J3. Je dana pfimka p a v jedné z polorovin, které urCuje, body A, B. Sestrojte na
piimce p bod C' tak, aby pfimka AC' byla osou thlu, jehoz jedno rameno je poloprimka
C B a druhé rameno leZi v pfimce p.

OJ4. V uzaviené nadobé tvaru rotacniho kuzele s vyskou v a polomérem r je nalita voda.
Vyska hladiny nade dnem je a. Do jaké vysky saha hladina, pfevratime-li nidobu dnem
vzhtiru?
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Varianta OK

OK1. Dvé auta jedou po stejné silnici rychlostmi v; km/h a v km/h. Kdyby jela stejnym
smérem, setkala by se za ¢ hodin. Za jak dlouho se setkaji, kdyZ jedou proti sob&?

OK2. Reste nerovnici:

logsx — 3logyx +2 20

OKa3. Sestrojte trojuhelnik ABC), je-li dano a, v, vp.
OK4. Je déana krychle s hranou délky a a Sest shodnych pravidelnych ¢tyibokych jehlanid

s podstavnou hranou délky a. Nalepenim podstav jehlanti na st€ny krychle vznikne téleso,
které ma dvakrat vétsi povrch nez pivodni krychle. Urcete vysku jehlanu.
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Varianta OL

OL1. Za kolik minut po 4. hodiné budou hodinovad a minutova rucicka poprvé svirat
pravy uhel?

22 4+3x—28

’ s osami souradnic.
x+7

OL2. Urcete pruseciky grafu funkce f(x) = 2 — ‘log2

OL3. Sestrojte lichobéZnik K LM N, jsou-li dany délky zakladen K. a M N a délky
thlopricek KM a LN.

OL4. Vypoctéte pomér objemt tif rotacnich vélcl opsanych kvadru s rozméry a = 6 cm,
b =4 cm, c = 8 cm (jeden ze zminénych vélci je zobrazen na obr. 67).

Obr. 67
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Varianta OM

OM1. Nakreslete graf funkce f(z) = |2% — 3z| — |22 + 3z|.
OM2. Reste rovnici tg (82° 4 z) + tg (8° — 2) = 2.

OM3. Soucet9. a 16. Clenu aritmetické posloupnosti je 2. UrCete soucet prvnich 24 ¢lent
této posloupnosti.

OM4. Ctytihelnik ABCD je vepsan do kruznice. Urdete velikost tsecky BC, je-li
(obr. 68)
|AD| =7, |DE|=3, |CE|=5.

Obr. 68
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Varianta ON

ON1. Nakreslete graf funkce y = cos2 (|z| + §) pro = € (—2m, 2).

ON2. Uvazujme vSechny trojihelniky, které maji vSechny vrcholy ve vrcholech daného
pravidelného dvacetitihelniku. Kolik procent z téchto trojihelnika je pravodhlych?

ON3. Ur¢ete vSechny hodnoty parametru a, pro néz funkce f(z) = (1—2a)z*+6ax—8a
nenabyva hodnoty f(z) = 1 pro zadné x.

ON4. Vkvadru ABCDA'B'C'D’ je pti obvyklém znaceni | LAB'B| = 60°, |[£BB'C| =
= 45°. Vypoltéte cos |LAB'C.
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Varianta OO

0O01. Ur&ete viechny hodnoty parametru a, pro néz funkce f(z) = (a®>—1)z?+2(a—1)x
nabyva hodnoty f(z) = 2 pravé pro jedno .

002. Obchodnik pred ¢asem zdrazil salam o 10%. O kolik procent ho nyni musi zlevnit,
aby se cena vratila na piivodni droven?

003. Délky stran pravouhlého trojihelniku ozna¢me a, b, ¢ tak, aby a < b < ¢, délku
vySky na pfeponu v. DokaZte, Ze trojihelnik, jehoZ strany maji délku v, a + b, c + v, je
pravouhly.

OO04. Nakreslete graf funkce
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Varianta OP

OP1. Najdéte vSechna redlna ¢isla z, pro ktera plati:

\/1+x+\/1—x_\/1+:€—\/1—x_\/§
Vitr—vVi—-z Vitz+Vi—-z =z

OP2. Najdéte viechna piirozen4 ¢islan < 100, pro kterd je &islo n? —5n— 14 délitelné 43.
OP3. Jsou dana redlnd ¢isla a < b < ¢ < d. Sestrojte graf funkce
y=lo—al+le—b +|o—c|+z—d.

OP4. Je déana krychle a na jejich hranach body P, (), R. Na obr. 69 je sit’ této krychle.
Vyznacte v siti fez krychle rovinou PQ R.

Obr. 69
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Varianta OQ

OQ1. V krychli ABCDFEFGH (obvyklé znaceni) protnéme thloptficku BH piimkou
vedenou k ni kolmo vrcholem F'. Vyznacte v obrazku krychle priisecik P téchto pfimek.

0OQ2. V mnozing redlnych Cisel feste rovnici

2tg? & + cos’x = 1.

OQ3. Najdéte vsechny dvojice redlnych Cisel x, y, pro které plati

vz —y) yl—y)?

=1
72 4 12 P

OQ4. Dopliite chybéjici Cislice X, Y tak, aby ¢islo 124 X92Y'5 bylo délitelné 75.
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Varianta OR

OR1. Je dana funkce

fry=ka*— (k+2)z+ k+ 3, kde k je redlny parametr.
(a) Zvolte k = —1 a pro tuto hodnotu sestrojte graf funkce f.
(b) Urcete vSechny hodnoty parametru k, pro néz plati % > 0.

(c) Urcete vSechny hodnoty parametru k, pro néZ jsou xr; = —1, x5 = 1 kofeny rovnice

f(x)=0.

OR2. Urcete pocet vSech osmipismennych slov, ktera 1ze vytvorit ziménou pismen slova
COCACOLA a kterd zacinaji 1 konci souhldskou. Slova nemusi mit zadny skutecny
vyznam.

OR3. Je dana krychle ABCDEFGH a plati | AB| = a. UrCete vSechny roviny, které maji
tyto vlastnosti: obsahuji usecku KL, kde K je stted hrany AB a L je stfed hrany GH krychle,
a jejich prinikem s krychli je pravidelny Sestiihelnik. Prinik zndzornéte na obrazku
(pro kazdou rovinu zvlast). V kazdém ptipadé vypoctéte obsah tohoto pravidelného
Sestithelniku.

OR4. Urcete vSechny hodnoty z, pro které plati

cosx = sin 2.
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Varianta OS

OS1. Je dana funkce

fry=(k+1)2*+ (k+3)z — 4, kde k je redlny parametr.
(a) Zvolte k = 0 a pro tuto hodnotu sestrojte graf funkce f.
(b) Urcete vSechny hodnoty parametru k tak, aby pro vSechna redlnd x platilo f (—z) =
= f(2).
(c) Urcete vSechny hodnoty parametru k, pro néz se graf funkce f dotyka grafu funkce
y = —4.

0S2. Uchazet o pfijeti na VS musi Gsp&$né sloZit viechny &tyfi zkousky. Za kazdou
tspésné vykonanou zkousku ziska bud’2, nebo 3, nebo 4 body. Pro pfijeti sta¢i dosdhnout
asponi 13 bodi. Kolik riznych ,,vysvédCeni“ je mozné takto vytvorit, aby byl uchazec
prijat?

0S3. Je dana krychle ABCDEFGH a plati |AB| = a. Bod K je stfed stény ABFE a
L je stied stény EFGH krychle. Urcete na povrchu krychle mnozinu vrcholi M vSech
rovnoramennych (nebo rovnostrannych) trojihelniktt KLM se zakladnou KL. MnoZinu
vrcholi M zndzornéte na obrazku. Urcete trojihelnik KLM s nejmensim obsahem a tento
obsah vypoctéte.

OS4. Urcete vSechny hodnoty =z, pro které plati

\/1—\/§Sinx+2cosa::0.
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Varianta OT

OT1. Urcete nejmensi a nejvétsi hodnotu funkce f na intervalu (—3, 1), jestlize
fry=|1—2z|+4x+ 1] —x.

OT2. Cisla45030a 78329 jsou pétimistnd, nezalinaji nulou, pravidelng se v nich stiidaji
sudé a liché Cislice a Cislice na misté jednotek je v nich druhou mocninou ¢islice na misté
stovek. Kolik je takovych ¢isel?

OT3. V rovnoramenném trojihelniku ABC' se zakladnou AB je pfi obvyklém znaceni

43
13-

(a) Vypoctéte délku strany b.

vy, = 8,8cmacosy =
(b) Zapiste postup konstrukce trojuhelniku ABC' a trojihelnik narysujte.
OT4. Je dana kvadraticka rovnice s parametrem k:

22— 2%z —k>—1=0

Urcete hodnotu parametru £ tak, aby pro jeji kofeny x1, x5 platilo

v} + 15 < 26.
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Varianta OA, zadani s resenimi

OAl. Najdéte vSechny hodnoty parametru p, pro néZ ma nerovnice

2 +pr+5< 344
(a) 0 feSeni, (b) pravé | fesenti, (c) pravé 2 fesSeni, (d) vice nez 2 fesSeni.

Reseni: Dand nerovnice je ekvivalentni s nerovnici

2+ (p-3)r+1=20.

Kvadraticky troj¢len na levé strané¢ ma diskriminant

D=(p-3°-4=p"—6p+5=(p—1)(p—5).

Znaménko diskriminantu rozhoduje o poctu feSeni prisluSné kvadratické rovnice, tj.
o poloze grafu kvadratické funkce vzhledem k ose x, tedy 1 o poctu feSeni nasi nerovnice.
Je-li D < 0,tj.p € (1,5), lezi cely graf nad osou x a nerovnice nemd feseni. Je-li D = 0,
tj. p = 1 nebo p = 5, dotykd se graf osy x v jediném bodé¢, ktery je jedinym feSenim
nerovnice. Je-li D > 0, tj. p < 1 nebo p > 5, protind graf osu = ve dvou bodech a
vSechna x z intervalu vymezeného témito body vyhovuji nasi nerovnici. V tomto ptipadé
ma tedy nerovnice nekonecné mnoho feseni. Pravé dvé feSeni nema dana nerovnice nikdy.

OA2. V pravothlém trojuhelniku A BC' ozna¢me E patu vysky na pfeponu A B. Vyjadriete
délku d usecky BE pomoci délek odvésen a = |BC|, b = |AC|. Jakych hodnot mtize d
nabyvat, je-lia =1,b < a?

Redeni: Z podobnosti trojihelniki ABC a C BE a z Pythagorovy véty pro trojihelnik

d
ABC (obr. 70) mame — = a4 a odtud
a c a? + b2

CL2

Z obr. 71 je zfejmé, Ze pti neménném a s rostoucim b klesa d. (V obr. 71 je
b=|AC| > |A'C|=Vad<|BX|<d.)

Proto i funkce d(b) =

1
pro b > 0 klesa.
V1+0?

Pro a = 1, b < a nabyva d v8ech hodnot z intervalu <*/7§, 1).
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| sin z|

OA3. Nakreslete graf funkce y = v intervalu (0, 47).

X

2

Reseni: Upravou Cditatele podle vzorce pro sinus dvojndsobného thlu vyjadiime funkci
ve tvaru

Y= 2|sin§cos§|'

z
COs 5
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Yy
2 =
y=2sin %
0™ T 47 X
_____ Ve (/
-2
Obr. 72

z

Pro ta z, pro n€Z jsou hodnoty sin 5 a cos 5 ob€ kladné nebo obé€ zéporné, totiZ pro
r € (0,7) U (2m,37), je |sin g cos 5| =singcosfay = 2sing.

Pro ta x, pro néZ maji hodnoty sin § a cos § opa¢nd znaménka, totiz pro x € (,2m) U
U (37, 47), je |sin § cos 5| = —singcos 5 ay = —2sin 7.
Prox =0,prox =2raprox =4rjey = 0.

Pro ta x, pro n€z je cos § = 0, totiZ pro x = 7 a pro x = 3, neni dand funkce definovana.

Graf dané funkce je na obr. 72.

OA4. V obrazku krychle ABCDEFGH (standardni znaCeni) vyznacte bod R spolecny
tfem rovinam ACH, BDF, ABE.

ReZeni: (Obr. 73.) Bod H lezi v rovind ACH i v roviné BDF . Prise¢ik X pifmek AC,
BD lezi také v obou té€chto rovinach. Piimka H X je tedy jejich prisecnici.

Body B, F'lezi v roviné BDF' i v roviné ABF, takze piimka BF je jejich prisecnici.
Piimky H X, BF se protnou v hledaném bodé R.

Protoze BX || FH, |BX| = 2 je Gsetka BX stredni piicka v trojihelniku FHR. Je
tedy |[BR| = | BF|.
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ACHN BDF ABEN BDF

Obr. 73
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Varianta OB, zadani s resenimi

OB1. Najdéte vSechna redlna ¢isla x, pro ktera plati

\/4x—2\/ﬁ: me.

Regeni: Dvoji umocnéni d4 kvadratickou rovnici 42> — 92 — 9 = 0 s diskriminantem
225 = 152 a kofeny 3, —%. Druhy kofen v§ak nevyhovuje piivodni rovnici (zaporné ¢islo
pod odmocninou). Rovnice ma jediné feSeni x = 3.

1

OB2. Nakreslete graf funkce y = :
3|z| — 2

Re&eni: Graf funkce
1 1

:336—2:3(3:—

Y

)

je hyperbola se stfedem v bodé [%, 0] a s asymptotami rovnob&éZnymi s osami soufadnic.
Graf dané funkce se sklada z ¢asti grafu této funkce leZici vpravo od osy y a z jejiho
obrazu v soumérnosti podle osy y.

wino

Graf dané funkce je na obr. 74.
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Obr. 74

OB3. Uvazujme kvadr se ¢tvercovou podstavou a s celo¢iselnymi velikostmi hran (v cm).
Prodlouzime-1i jednu hranu o tietinu jeji délky a jednu hranu o tfetinu zkratime, zmensi
se jeho objem o 150 cm?. Uréete pivodni rozméry kvadru.

Reseni: Objem zménéného kvadru je roven % . g objemu puvodniho kvadru. Pivodni

kvadr mél tedy objem 9 - 150 cm® = 1350 cm® = 2 - 3% - 52 cm®. Uloha m4 &tyfi fesent:
1x1x1350,3 x3x 150,5 x5 x 54,15 x 15 x 6 (vSechny rozméry v cm)
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OB4. Do dvou krychli na obr. 75 dopliite pismena R tak, aby jejich poloha souhlasila se
siti.

R

A
=

Obr. 75

Redenf je na obr. 76.

LL

Obr. 76
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Varianta OC, zadani s resenimi

OC1. KruZnici obihaji rovnomérné a v opaéném smyslu body B a b. Bod B ji obéhne za
T sekund, bod b za t sekund (7" > t). Na pocatku jsou body B, b ve stejné poloze. Za jak

v Y

dlouho se pristé opét setkaji?

Regeni: Za 1 sekundu se bod B oto&f kolem stfedu S kruZnice o thel 2%, bod b o thel
27” v opacném smyslu a thel BSb vzroste o 27?(% + %) Necht se body pristé setkaji za
x sekund. Rovnice

1 1

ma reseni

1
le 1 .
T 7 T+t

OC2. Kolik péticifernych cisel, kterd zacinaji i konci ctyikou, je délitelnych Sesti?

Redeni: Jsou to pravé ta z &isel konéicich i zaéinajicich &tyFkou, kterd jsou délitelnd tiemi.
Ze souvislosti délitelnosti ¢isla a jeho ciferného souctu tfemi plyne, Ze vyhovuji pravé ta
Cisla, jejichz vnitini trojéisli dava pii déleni tremi zbytek 1, a téch je 333.
Jiné reSeni: Nejmensi vyhovujici ¢islo je 40 014, nejvétsi 49974 a mezi nimi vyhovuje
kazdé tiicaté. Je jich tedy

49974 — 40014 996

l=—+1=333.
30 i 3 i

OC3. Urcete v zavislosti na hodnot€ parametru p, kolik feSeni v oboru redlnych ¢isel ma
rovnice

(p+2)2°+(1—px+1=0.

Redeni: Pro p = —2 md rovnice tvar 3z + 1 = 0 a m4 jediné fesent.

Pro p # —2 jde o kvadratickou rovnici s diskriminantem D = (1 — p)? — 4(p + 2) =
=p'—6p—T=(@+1{-17).

Prop < —2,pro -2 < p < —laprop > 7je D > 0 arovnice ma dvé rliznd feSeni.
Prop = —1laprop="7je D = 0 arovnice md jediné feSeni.

Pro —1 < p < 7je D < 0 arovnice nema feSeni v oboru redlnych cisel.
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OC4. Uvazujme pravidelny Sestiboky kolmy hranol ABCDEFA'B'C'D'E'F', |AB| =
= |AA’| = 1. Vypoctéte povrch a objem trojbokého jehlanu ACC'E’.

Redeni: (Obr. 77.) Stény ACC’ a CC'E’ jehlanu jsou pravouhlé trojihelniky s odvésnami
délek 1, /3 a majf tedy obsah \/73 Stény ACE'" a AC'E’ jsou rovnoramenné trojihelniky

) . . g V313
se zakladnou délky v/3 a rameny délky 2 a majf tedy obsah 1

3 3v13 V13
2-£+2-\/_ =31+ —2).

2 4 2
Vyska spusténd z vrcholu £’ na sténu AC'C’ se shoduje s vySkou spusténou z vrcholu £’
na stranu A’C’ v rovnostranném trojihelniku A'C’E’ a ma délku 2. Jehlan mé objem

. Jehlan ma povrch

E' D'
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Varianta OD, zadani s resenimi

OD1. V obrazku krychle ABCDFEFGH (standardni znaceni) vyznacte prasecik P
thlopiicky EC' s rovinou BDG.

Redeni: (Obr. 78.) Oznaéme X prisecik piimek AC, BD. Body G a X leZi v rovindch
BDG, ACE, takze prusecnice téchto rovin je pfimka GX. Hledany bod P je prusecik
piimek £FC, GX.

H G
: F
E :
E P
(7 ¥ <
X
A B
Obr. 78

OD2. Najdéte vSechna reédlnd ¢isla z, 0 < x < 27, pro kterd plati
1
> 2v/2sinz.
CoS T

Regeni: Je-li cosxz > 0, t]. x € <O, %) U (37”, 27T>, je dana nerovnice ekvivalentni s ne-
rovnici 1 = 2v/2sin z cos z, a protoZe 2 sin x cos x = sin 2z, je ekvivalentni s nerovnici
3m 3T
2z < L Té i vyhovuif (3T (X
sin 2x = 7 Této nerovnici vyhovuji x € <O, 3 U < g 2) U ( 5 ,27r>.
3T

Je-licosz < 0,t. 2 € (5, 7) , je dana nerovnice ekvivalentni s nerovnici
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97 11
sin 2x = —. Této nerovnici vyhovuji x € < T 7T>.

\/_ 8 8
s 3 .
Pro z = 5 ar = 53 je cosz = 0 a dand nerovnice nema smysl.

Vysledek je zndzornén na obr. 79.

y = sin 2x
3 y
2
3n
2
0] m 3t m "/ on lin n/ X
8 8 2 8 8
Obr. 79

OD3. Oznacme S prusecik dhloptic¢ek lichobéZzniku ABC' D s obsahem 1. Vyjadiete
obsah P trojihelniku C'D.S pomoci délek zdkladen a = = |C'D|. Jakych hodnot
muze obsah P nabyvat, je-li a > b?

v(a+b) 14

Redeni: Ozna¢me v vysku lichob&Zniku ABCD. Jeho obsah je roven

odtud v = e Déle oznaéme v, (resp. v,) vysku trojihelniku ABS (resp. C'DS).
a
Z podobnosti téchto trojihelnikii plyne, Ze Yo _ % a zteymé v = v, + v. Je tedy
Up
v—1y, a 2b by, b?
——aodtudvyy, = —-—, P = — = ——. Zvol ¢ b a nechme
m ; a odtud v, CETOE 5 CETOE volme pevné b a a

2

probéhnout interval (b, +00). Hodnoty funkce P(a) = 5 pak budou klesat a

(a+0b)

probéhnou interval (O, 4)
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OD4. Nakreslete graf funkce

2% — 2 — 6

¥ = T+ 2

2

Redeni: Kvadratickd rovnice x> —  — 6 = 0 ma kofeny 3 a —2, takZe

22 — 2 — 6| |r—3] |z +2
T r+2 x4+ 2 '
Prox > —2je|lx+2|=x+2ay=|zr—3|
Prox < —2je|lr+2|=—(x+2)ay=—|z—3|.

Pro = —2 neni funkce definovéna.

Yy

Uvazime-li jesté, Zze prox = 3je |t —3| = x —3aprox < 3je |z — 3| = 3 —x, dojdeme
k nésledujicimu zdvéru:

Prox < —2aprox 2 3jey=x—3,pro—2<x <3jey=3— .

Graf dané funkce je na obr. 80.

Obr. 80
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Varianta OE, zadani s resenimi

OEL. Kolik péticifernych cisel délitelnych 36, v nichZ se zadna Cislice neopakuje, 1ze
sestavit z Cislic 1, 2, 3, 4, 5, 6?

Reseni: UvaZovani &isla jsou délitelnd 4 a 9, tj. ciferny soudet maji délitelny 9 a posledni
dvojcisli maji délitelné 4. Soucet Sesti danych cislic je 21. Ciferny soucet délitelny 9
budou mit ¢isla slozend z péti Cislic 1, 2, 4, 5, 6. Pro posledni dvojcisli je 6 moZnosti
(12,16, 24,52,56,64) a vZdy 6 moznosti je pro pofadi zbyvajicich ti{ Cislic na zacatku.
Existuje tedy 6 - 6 = 36 Cisel s danymi vlastnostmi.

OE2. Do obr. 81a dokreslete fez krychle rovinou P() R. Obdobné, jako je tomu u bodi P,
@, R, vyznacte i u ostatnich prisecikli hran s rovinou fezu jejich vzdalenost od vrchola
krychle.

15 R 15 15 R 15
* S15 5
10 15 é 10
> Q \ Q
10 |
20 T 20
e 20| e
P P
(a) (b)
Obr. 81

Redeni: (Obr. 81b.) Rez ziejmé obsahuje tsecky PQ a QR, dile pak PT (PT | QR),
TS (TS || PQ)aSR. Polohu bodd S, T na hranach zjistime z podobnych trojihelnika
v proté&jsich sténach.

OE3. KruZnici opiSme a vepiSme pravidelny Sestithelnik. Uréete pomér obsahu téchto
Sestithelnik.

ReSeni: Pravidelny $estitihelnik se sklad4 ze Sesti rovnostrannych trojihelniki. Oznadme
stranu opsaného Sestitihelniku A, vepsaného Sestithelniku a (obr. 82a). Pak je a vyskou
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v rovnostranném trojihelniku se stranou A a snadno zjistime, 7e A : @ = 2 : /3. Hledany
pomér obsahi pak bude A% : a? =4 : 3.

(a) (b)
Obr. 82

Jiné teseni: Vepsany Sestitihelnik je sloZen z 18 a opsany z 24 shodnych trojihelniki
(obr. 82b).

OEA4. Je dano redlné ¢islo p. Najdéte vSechna redlna Cisla x, pro ktera plati
[ —p=uz.
Urcete zavislost feSeni na parametru p.

Redeni: Pro 2> 0 fe$ime rovnici  — p = 2. Ta pro p # 0 nemd4 feSeni a pro p = 0 ji
vyhovuje kazdé x (predpokladali jsme x = 0).

Pro z < 0 fesime rovnici —z — p = x. Tamd feSeni v = —£ (pfedpoklad z < 0 je splnén
pro p > 0).
Shrnuti: Pro p = 0 je feSenim kazdé = = 0, pro p > 0 mé rovnice jediné feSeni v = —F,

pro p < 0 nemd rovnice feSeni.
Jiné reseni: Grafické feSeni je na obr. 83 a 84.
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X

<
|

y=kl-p

|
(ol

p > 0 — grafy maji jeden spole¢ny bod

p = 0 — grafy maji spolec¢nou polopiimku

Obr. 83
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y=kl-p

p < 0 — grafy nemaji spolecny bod
Obr. 84
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Varianta OF, zadani s resenimi

OF1. Uvnitf trojihelniku ABC zvolme bod X a sestrojme jeho obraz X, (X3, X.)
v osové soumérnosti s osou BC' (AC, AB). Urcete polohu bodu X tak, aby obsah
Sestidhelniku AX.BX,C X} byl co nejveétsi.

Regeni: (Obr. 85.) Obsah Sestitihelniku AX.BX,C X, nezdvisi na poloze bodu X. Je
vzdy dvojnasobkem obsahu trojihelniku ABC), jak plyne ze shodnosti tfi dvojic osoveé
soumérnych trojuhelniki: ABX a ABX,., BCX a BOCX,, ACX a ACX,.

C

Xa

OF2. Petr a Pavel maji dnes narozeniny. Dohromady je jim 24 let. Pfed n€kolika lety byl
soucin jejich veéki 16. Kolik jim je dnes let?

Redeni: Pfed nékolika lety jim bylo 16 a 1, nebo 8 a 2, nebo 4 a 4. Rozdil jejich véki byl
a stéle je 15, nebo 6, nebo 0. Dnes je jim tedy 9 a 15, nebo 15 a 9, nebo 12 a 12.

OF3. Dané krychli opiSme a vepiSme kouli. Urete pomér objemi té€chto kouli.

Reseni: Ozna¢me a velikost hrany krychle. Vepsand koule mé primér a, opsand koule
primér av/3 (télesova dhlopiicka krychle). Pomér objemi opsané a vepsané koule je

(a\/§)3 ca’ =33 1.

OF4. Nakreslete graf funkce y = |22 — 4| + 3z.

Reseni: Graf se skladé z &asti grafli funkeiy = 22 +32—4 = (x+4)(z—1) = (z+3)*—2
(prox 2 2aprox < —2ay=—-2>+3r+4=—(v+1)(z—4) == —( 2
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(pro —2 < z < 2). Jde o paraboly, prvni mé ziejmé vrchol v bodé [—3 —E] a druha

20 4
v bodé [%, %} (obr. 86).
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Varianta OG, zadani s resenimi

OGL1. Popiste, jak sestrojite (kruzitkem a pravitkem) ¢tverec, ktery ma stejny obsah jako
dany trojihelnik ABC'.

Reseni: Sestrojime vys$ku napf. z vrcholu C na stranu AB, jeji patu ozna¢ime P. S vy-
uzitim Eukleidovy véty pak sestrojime stranu hledaného Ctverce jako useCku délky

HABUCPL (obr, 87).

- |g—ﬂ — > |AB\

\J

Obr. 87

OG2. Reste rovnici (v/a — 2)22 — 2vv/a — 2+ y/a+ 2 = 0. Provedte diskusi vzhledem
k parametru a.

Reseni: Rovnice m4 smysl pro a > 2. Pro a = 4 m4 tvar —2/2z + 4 = 0 a jediné feSeni
r=1+/2.Proa > 2, a # 4, jde o kvadratickou rovnici s diskriminantem 8, kterd ma dvé

Va—2++2
va-2

OG3. Sectéte vSechna Sesticifernd Cisla, kterd zacinaji i konci Sestkou.

Regeni: S&itame &isla 600 006, 600 016, 600 026, . . ., 699 996. Je jich 10000 a tvoii arit-
metickou posloupnost s diferenci 10. Hledany soucet je roven 122%(600 006-+699 996) =
=5000-1300002 = 6500010 000.

feSeni x19 =

OG4. Odfiznutim vrcholu A’ dostaneme z krychle ABC' DA’ B'C’ D' téleso T'4: (obr. 88).
Z ného stejnym zptisobem odfizneme vrchol C' a dostaneme tak téleso Tx/c. Vypoctéte
povrch a objem télesa Ty, je-li |[AB| = 1.
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C!

Obr. 88

Redeni: UvaZované téleso je osmistén (obr. 89). Sest jeho stén jsou pravouhlé trojihelniky
s odvésnami 1, dvé stény jsou rovnostranné trojihelniky se stranami v/2. Téleso m4 tedy
povrch6- % +2- ‘/73 — 3++/3. Odiizli jsme dva trojboké jehlany. Kazdy m4 jako podstavu

, , ., ., v . [ v v . 1
pravouhly rovnoramenny trojahelnik s odvésnami 1 a piislusnou vysku I, tedy objem ¢.

Téleso ma tedy objem 1 — 2 - % = %
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Varianta OH, zadani s feSenimi

OH1. Najdéte viechna celd ¢isla p, pro néZ ma rovnice px? + px +p + 62 + 3 = 0 dvé
rizna redlna feseni.

Redeni: Pro p = 0 m4 rovnice jen jedno feSeni. Pro p # 0 ma kvadratickd rovnice
diskriminant D = (p + 6)® — 4p(p + 3) = 36 — 3p?. Ziejmé je D > 0, pravé kdyz
p? < 12. Dvé feeni jsou prop € {—3,—-2,—1,1,2,3}.

OH2. Vkrychli ABCDFEFGH jebod K stied hrany EF'H, bod L stied hrany BC', bod S
stied stény ABF'E abod T stied stény DCG H (obr. 90). Ctyfihelnik 7' K S L mé obsah
10v/2 cm?. Uréete objem krychle.

H G

Obr. 90

Redeni: Délku hrany krychle oznaéme a. Ctyfihelnik T/ SL m4 stejné dlouhé strany.
Je to kosoétverec, jehoZ thlopficky maji délky |[KL| = av/2, |ST| = a. M4 obsah

“22\/5 = 10v/2 cm?, odtud @ = v/20 cm, objem krychle a® = 40+/5 cm?.

OH3. Kolik Sesticifernych ¢isel neni délitelnych ani jednim z ¢isel 63 a 427

Redeni: Uréime, kolik Sesticifernych &isel je délitelnych 63, kolik 42 a kolik ob&éma, tj.
nejmensim spoleCnym nasobkem c¢isel 63, 42, tj. ¢islem 126.
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Z cisel 1 az 999999 je jich 15 873 délitelnych 63, 23 809 délitelnych 42 a 7936 délitel-
nych 126.

Z.Cisel 1a299999 je jich 1 587 délitelnych 63, 2 380 délitelnych 42 a 793 délitelnych 126.
Z.Cisel 100 000 az 999 999 je jich 15 873 —1 587 = 14 286 délitelnych 63,23 809—2 380 =
= 21429 délitelnych 42 a 7936 — 793 = 7 143 délitelnych 126.

Pocet Sesticifernych Cisel, ktera nejsou délitelnd Zadnym z Cisel 63, 42, je

900000 — 14286 — 21429 4 7143 = 871428.

OH4. Rovnoramenny trojuhelnik ABC' rozdélte prickou XY, X € AC,Y € BC,
rovnobéznou se zdkladnou AB tak, aby trojuhelnik C XY a lichobéZnik ABY X mély
stejné obsahy (obr. 91). Vypoctéte délku = = | XY'| pomoci délek zdkladny ¢ a vysky v,
graficky ji sestrojte a konstrukci popiste.

Obr. 91

Reseni: Trojihelniky ABC, XY C jsou podobné a jejich obsahy jsou v poméru 2 : 1.
Délky odpovidajicich si stran jsou tedy v poméru v/2 : 1, odkud z = \/% Tuto délku
sestrojime jako stranu ¢tverce s danou thlopfickou c.
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Varianta Ol, zadani s resenimi

OI1. Vkrychli ABCDFEFGH jebod P stfed hrany AFE, bod () je stied hrany C'G. Déle
K je stted BQ), L je stted QH, M je stted HP a N je stted PB (obr. 92). Urcete obsah
Ctyfuhelniku K LM N, je-1i délka hrany krychle 8 cm.

H G
. F
P ¢ ; K
D
D B A C
N
A B
Obr. 92

Redeni: Ctyfihelnik P BQ H ma stejn& dlouhé strany. Je to kosoétverec, jeho tihlopiicky
maji délky |PQ| = 8v/2 cm, |BH | = 8v/3 cm, takZe md obsah 321/6 cm?. Ctyfthelnik
K LM N ma poloviéni obsah 16v/6 cm?.

OI2. Je déna rovnice 22 — 8z + s = 0. Urcete parametr s a druhé feSeni rovnice, jestlize
vite, Ze jedno feSeni rovnice je rovno 15.

Reseni: Pro parametr s plati 152 —8-15+4s = 0, odtud s = —105. Rovnice 22 —8z—105 =
= 0 marfeSeni 1 = 15, x9 = —T.

Jiné Fedeni: Pro feSeni z; = 15, w3 dané rovnice plati (z — 15)(x — 2) = 2% — 8z + s,
odkud 15 + x9 = 8, 1529 = s. Je tedy x9 = —7, s = —105.

OI3. Predstavte si, Ze na CtvereCkovaném papiru je nakreslen obdélnik o rozmérech
48 x 36 Ctvereckl. Strany obdélniku lezi v linkdch ctvereCkovaného papiru. Na kolik
Casti je jeho uhlopricka rozdé€lena priiseciky s linkami?
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Redeni: Ve vnitinich bodech uhlop¥i¢ku protind 47 svislych a 35 vodorovnych linek.
Urcime jesté, v kolika z téchto priisecika se na tdhlopricce protind vodorovna linka se
svislou. Pomér stran daného obdélniku je 48 : 36 = 4 : 3, bude to tedy v 11 bodech (4, 3),
(8,6),..., (44,33). Uvniti dhlopficky lezi tedy 47 + 35 — 11 = 71 navzdjem riznych
prisecikil s linkami, které ji déli na 72 Casti.

Jiné tedeni: Ulohu vyiesime pro obdéInik 4 x 3 &tverecki (6 &asti, bez dvojitych prise-
¢ikid), jehoZz dhlopricka je dvandctinou thlopticky daného obdélniku.

Ol4. Na obr. 93 je trojihelnik ABC'. Bod T je jeho t€Zisté, bod A’ stied BC, bod K stfed
C"A’. Pro bod L plati, ze 3|C'L| = |C'C"|. Obsah trojuhelniku A'LC' je roven 4. Urcete
obsah trojtihelnikd ABC a BK(C'.

Obr. 93

Redeni: Usecka C'C' je t&Znice trojihelniku ABC, takZe bod " je sted strany AB. Pro
obsahy trojihelnikl v obrazku plati |CLA'| = |[LTA'| = |TC'A'|, |C"A'B| = |C"A'C|,
|KC'B| = |KA'B|, |CC"A| = |CC'B| aodtud |BKC'| = 6, |[ABC| = 48.

9
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Varianta OJ, zadani s resenimi

OJ1. Motocyklistovi trva cesta za bezvétii ¢, hodin, s vétrem v zadech ¢, hodin. Jak
dlouho by mu trvala cesta proti vétru?

Regeni: Necht vitr foukd rychlosti w km/h, motocyklistova cesta m&if s km a proti vétru
by mu trvala ¢, hodin. Rychlost pfi jizd€ za bezvétii je pak ti km/h, rychlost pfi jizdé
b

proti vétru ti km/h a rychlost pfi jizdé s vétrem v zddech — km/h. Pro rychlosti plati

p z
S S S S iyt P
— = — —w, — = — + w. Odtud dostaneme ¢, = "> Uloha m4 feseni pro
ty ty t, ty 2t, — 1
2t, >ty 2 t,.

22 — px + 12
0J2. Reste rovnici 10 3 — 2 = 1 s parametrem p.
2 — pr + 12

= (). Kvadraticka rovnice

Reseni: Dand rovnice je ekvivalentni s rovnic{
—

22 — pr +12 = 0 m4 diskriminant p> — 48. Pro —4v/3 < p < 41/3 nem4 v redlném oboru
feSeni, pro p = 4+/3, resp. pro p = —4+/3 ma jediné teSeni x = 24/3, resp. r = —2/3,

p =+ +/p?— 48
2

pivodni rovnici az na to, Ze ji nevyhovuje feSeni kvadratické rovnice x = 3, kdy leva
strana ztraci smysl. K tomu dojde pro p = 7; tedy v tomto pfipadé ma rovnice jediné
feSeni x = 4.

pro p > 4v/3 a pro p < —4v/3 ma dvé feseni T19 =

. Totéz plati 1 pro

0J3. Je dana pfimka p a v jedné z polorovin, které urcuje, body A, B. Sestrojte na
piimce p bod C' tak, aby pfimka AC' byla osou thlu, jehoZ jedno rameno je polopiimka
C B a druhé rameno lezi v pfimce p.

Reseni: Pfedpoklddejme, Z7e je hledany bod C' sestrojen (obr. 94). Obraz B’ bodu B
v soumérnosti podle osy AC pak lezi na ptimce p, |AB’| = |AB|a BB’ LAC.
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Obr. 94

Bod B’ sestrojime jako prusecik kruznice (A, |AB]) s pfimkou p, bod C' jako prisecik
osy tseCky BB’ s pfimkou p.

Uloha m4 2 feSeni v pfipadé |AB| > | Ap| 7& , 1 feSeni v piipadé |AB| > |Ap| = ‘Bp‘

1 feSeni v piipadé |AB| = |Ap| # |32p La ]mak feseni nemd. (Symbolem |Ap| znacime
vzdélenost bodu A od piimky p.)

0OJ4. V uzaviené nadobé tvaru rota¢niho kuZele s vyskou v a polomérem r je nalita voda.
Vyska hladiny nade dnem je a. Do jaké vySky saha hladina, pfevratime-li nidobu dnem
vzhtiru?

ReZeni: Polomér kruhové hladiny v piivodni poloze oznaéme s. Z podobnych trojihelnikt
(obr. 95a)je s : 7 = (v —a) : vaodtud s = >(v — a). Objem vody v nddobé je

1 1 1 r?
V = §7r7“2v — §7r32(v —a) = gﬂ%(vg — (v —a)?).
Ozna¢me b hledanou vysku a ¢ polomér hladiny po pfevraceni. Z podobnych trojihelniki
(obr.95b)budet:b=r:vaodtudt = %7’ Objem vody v nadobé je

1 5 1 7‘23
V—gﬂ't b_§7TU2b

Porovnéme li obé Vyje’ldfem’ téhoZ objemu, dostaneme b* = v3 — (v — a)?, tudiz b =

—\/1)3 (v—a)
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Varianta OK, zadani s resenimi

OK1. Dvé auta jedou po stejné silnici rychlostmi v; km/h a v km/h. Kdyby jela stejnym
smérem, setkala by se za ¢ hodin. Za jak dlouho se setkaji, kdyZ jedou proti sob&?

Reseni: Necht je podatecni vzdilenost aut d km a necht se auta setkaji za 7" hodin. Pfi
jizdé stejnym smérem by platilo d = |tv; — tvy|, pii jizd€ proti sobé plati d = T'vy + T'vs.

Odud T — ¢ . L= 2l
V1 + U2

OK2. Reste nerovnici:

logsx — 3logyz +2 2> 0
Redeni: Substituce y = log, x pievede nerovnici na y> — 3y + 2 > 0. Kvadratickd rovnice
y*> — 3y + 2 = 0 md kofeny 1 a 2. Nerovnici miZzeme psét ve tvaru (y — 1)(y —2) = 0
a jejfm feSenfm jsou viechna y > 2 a viechna y < 1. ReSenim piivodni nerovnice jsou
tedy v8echna x, pro néz log, x = 2, a vSechna x, pro néz log, < 1, tj. vSechnaz = 4 a
vSechna 0 < z < 2.

OKa3. Sestrojte trojuhelnik ABC), je-li dano a, v, vp.

Regeni: Je-li a = vy, jde o pravothly trojihelnik s odvé&snami | BC| = a, |AC| = v,. Je-li
a < vy, Uloha nemdfeSeni. Nadéle pfedpokladejme, Ze a > vj. Patu P vysky v, dostaneme
jako prusecik Thaletovy kruznice nad primérem BC's kruznici (B, v). Vrchol A je pak
prisecik pifimky C'P s rovnobézkou vedenou s pfimkou BC' ve vzdalenosti v,. V tomto
pfipadé ma tloha pravé dvé feseni (obr. 96).
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OK4. Je dana krychle s hranou délky a a Sest shodnych pravidelnych ¢tyibokych jehlant
s podstavnou hranou délky a. Nalepenim podstav jehlanti na st€ny krychle vznikne téleso,
které ma dvakrat vétsi povrch nez plivodni krychle. Urcete vysku jehlanu.

Redeni: Povrch krychle je 6a2, dvoj nésobr;)’/ povzrch krychle je 12a2. Povrch nového télesa
se sklad4d z 24 stén, kazdd m4 obsah 132 = %. Stény jsou tedy shodné rovnoramenné

trojuhelniky se zdkladnou a a vyskou a.

Jehlan mé vysku /a2 — (2)2 = a - %2,
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Varianta OL, zadani s resenimi

OL1. Za kolik minut po 4. hodiné budou hodinovad a minutova rucicka poprvé svirat
pravy uhel?

Redeni: Ve 4 hodiny sviraji ru¢i¢ky thel 120°. Oto&i-li se hodinova rucicka o thel «,
minutova se otodi o thel 12a. Ruci¢ky pak budou svirat dhel (120° + ) — 12a =
= 120° — 11a. Tato odchylka nabude poprvé hodnoty 90° pro o« = 300 . Hodinova rucicka

se za 1 minutu oto¢i o 1326%0 = 2 °, takZe 0 1° se oto&f za 2 minuty a o @ za = 60 T minuty.

OL2. Urcete pruseciky grafu funkce f(z) =2 — ‘log M’ s osami soufadnic.
2
o dr — 28
Reseni: Dana funkce je definovana pro ta x, pro néZ z # —7 a v f7 > 0.
x

Vzhledem k tomu, Ze 2% + 3z — 28 = (z — 4)(x + 7), je definovdna pro x > 4 a je
f(z) =2 —|logy(z — 4)|. Osu z protne jeji graf v bodech [z, 0], kde f(z) =

G. [logy(z —4)[ =2,
tj. logy(z —4)=2 a logy(x—4)=-2,
j. v—4=2> a z—-4=2%

17
tj. =38 = —.
j. x a T=-
Osu z graf protind ve dvou bodech [8,0] a [1Z, 0]. Osu y protne graf funkce f v bodech
[0,y], kde y = f(0). Pro z = 0 neni funkce f definovana, takze jeji graf osu y neprotina.

OL3. Sestrojte lichobéZnik K LM N, jsou-li dany délky zakladen K. a M N a délky
thlopricek KM a LN.

Regeni: (Obr. 97.) Oznaéme k = , m = , e = = |LN|. Prisecik
uhlopricek ozna¢me S. Z podobnosti trojuhelnikt K'SL, M SN je zfejmé, ze

|KS|:|SM|=|LS|:|SN|=k:m.

Usecky délek e a f rozdélime v poméru
k - m (obr. 98), sestrojime trojihelnik XS L a doplnime na lichobéznik K LM N.
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Obr. 97

Obr. 98

Uloha m4 jediné fesent, pravé kdy?z velikosti tif tiseCek, z nichZ sestrojujeme trojihelnik
KLS,totize- ,Him, f ’WFLW k, splituji trojihelnikovou ne.rovnost a pritom /4: #m (.V‘pﬁpadé
k = m bychom dostali rovnobéZnik). Nutnd a postacujici podminka feSitelnosti je

e+ f>k+m>le—f|, k#m.

Jiné feseni: (Obr. 99) Sestrojime trojihelnik K OM se stranami |KO| = k+m,
= e, |MO| = f apak rovnobéznik LOM N se stranou |LO| = m.

KM| =

127



Obr. 99

OL4. Vypoctéte pomér objemu tif rotac-
nich valcl opsanych kvadru s rozméry
a=6cm,b=4cm,c=8cm (jeden ze
zminénych valct je zobrazen na obr. 100).

Redeni: Vilec opsany kvadru s podstavou
o rozmérech a, b ma pramér v/a? + b2 a
objem 7 - # - c. Pomér objemi tf vélci
je

c(a® +b%) : b(a* + ) : a(b® + %),

v naSem piipadé 26 : 25 : 30.

Obr. 100
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Varianta OM, zadani s resenimi

OM1. Nakreslete graf funkce f(z) = |2% — 3z| — |22 + 3z|.

Redeni: Pro z < —3 je

f(z) =2(x —3) — xz(x + 3) = —6x,
pro—3 <z < 0je

f(x) = 2(x — 3) + x(x + 3)) = 227,
pro0 =z < 3je

f(@) = —z(z —3) — z(x + 3)) = —227,

prox = 3 je

f(z) =z(x —3) —z(x + 3) = —6.

Graf funkce f je tedy sloZen z ¢asti grafti téchto
Ctyt funkci (obr. 101).
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OM2. Reste rovnici tg (82° + x) + tg(8° —2) = 2.

Regeni: Podle zndmych vzorci je (pro piipustné hodnoty)

1
tg (8° — x) = cotg (90° — (8° — = cotg (82° = :
(8" —7) = cotg (90° — (8° — 2)) = cotg (82 +7) = o
Resime tedy rovnici
tg (82° 4+ x) + ! 2
€T —_— =
s tg (82° + )

Substituce tg (82° + ) = t ji pfevede na rovnici ¢ + % = 2, kterd m4 jediné feSeni ¢ = 1.
Je-li tg(82° +1x) =1,je 82° +x = 45°+ k - 180°, neboli x = —37° + k - 180°, kde k je
libovolné celé Cislo.

OM3. Soucet 9. a 16. ¢lenu aritmetické posloupnosti je 2. Urcete soucet prvnich 24 ¢lent
této posloupnosti.

Reseni: Ozna¢me n-ty ¢len posloupnosti a,, a jeji diferenci d. Je dano, Ze

ag + a1 = a1 + 8d + a1 + 15d = 2a1 + 23d = 2.
Odtud dostaneme

23 - 24
a1+a2+a3+---+a24:24a1+Td:12(2a1+23d):12-2:24.

OM4. Ctyfthelnik ABCD je vepsan do kruz-
D nice. Urcete velikost isecky BC, je-li (obr. 102)

C AD| =7, |DE|=3, |CE|=S5.

Redeni: Trojihelniky ADE, BC'E jsou podobné,

nebot’ |/ADE| = |ZADB| = |£ZACB| =

= |£BCFE]| (obvodové dhly k tétivé AB) a
AD DFE

|/AED| = |/BEC|. Je tedy {55 = 1op a

odtud

|CE|-|AD| 5-7 35

Obr. 102 |BC| = DE[ 3 3
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Varianta ON, zadani s reSenimi

ON1. Nakreslete graf funkce y = cos2 (|z| + %) pro = € (—2m, 27).

Redeni: (Obr. 103.) Vyjdeme z grafu funkce y = cos z. Posunutim o 7 Ve sméru osy T
(doleva) ziskdme graf funkce y = cos(x + 7). S nim se pro = 0 shoduje graf funkce
y = cos(|z| + §) apro x < 0 ho doplnime soumérné podle osy y. Kone¢né graf funkce
y = cos 2 (|z| + Z) z ného vznikne ,,dvojndsobnym zahu§ténim*,

@2 ’ A

\
o o
¢ 1 =Y

Obr. 103

ON2. Uvazujme vSechny trojihelniky, které maji vSechny vrcholy ve vrcholech daného
pravidelného dvacetithelniku. Kolik procent z téchto trojihelniki je pravouhlych?

Redeni: Nad kazdou dhlopii¢kou, ktera je primérem mnohotihelniku, je 18 pravothlych
trojuhelniki, celkem 10 - 18 = 180. VSech trojthelniki je (230) = 1140 a mezi nimi je
15, 79% pravothlych.

ONS3. Urgete vSechny hodnoty parametru a, pro néZ funkce f(z) = (1—2a)z*+6ax —8a
nenabyva hodnoty f(z) = 1 pro Zadné x.

Redeni: Podminka je splnéna, pravé kdyZ kvadratickd rovnice
(1 —2a)z® +6ax —8a—1=0
nema feSeni, tj. pravé kdyz jeji diskriminant je zaporny, tj.
1
36a”> — 4(1 — 2a)(—8a — 1) = 4(—7a*> + 6a + 1) = —28(a — 1)(a + 5) < 0,
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tj. pro a ¢ <—%, 1>.

Jesté zbyva prozkoumat piipad a = %, kdy rovnice neni kvadratickd. Jde o rovnici
3x — 5 = 0, kterd mé feSeni a f pro toto a hodnoty 1 nabyva.

Funkce f nenabyvé hodnoty 1 pro a < —% aproa > 1.

ON4. Vkvadru ABCDA'B'C'D' je pti obvyklém znaceni | LAB'B| = 60°, |£BB'C| =
= 45°. Vypoltéte cos | LAB'C.

Reseni: (Obr. 104). Ozna¢me |AA’| = a. V pravothlém trojihelniku AB B’ pak bude

a

|AB'| =
cos 60°

= 2a

a v pravodhlém trojihelniku BOB’ bude |B'C| = a/2. Stény ABB'A’, ABCD jsou
shodné, takze |AC| = |AB'| = 2a. Trojihelnik B'C'A je rovnoramenny se zakladnou
|B'C| = a\/2 arameny |AB'| = |AC| = 2a, odtud

V2

cosp = o=~
D’ C'
A’ B )
5 00° lasna\2
a 4 P
D= N
261 ________________________________ C
----------------------- g
4 a\3 B
Obr. 104
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Varianta OO, zadani s resenimi

0O01. Ur&ete viechny hodnoty parametru a, pro néz funkce f(z) = (a®>—1)z?+2(a—1)x
nabyva hodnoty f(z) = 2 pravé pro jedno x.

Reseni: Podminka je splnéna, pravé kdy# rovnice (a®> — 1)2? 4+ 2(a — 1)z — 2 = 0 ma
jediny kofen. Pro @ = 1 mé rovnice tvar —2 = 0 a nema feSeni. Pro a = —1 ma rovnice
tvar —4x — 2 = 0 a m4 jediny kofen.

Proa # 1, a # —1 jde o kvadratickou rovnici s diskriminantem 4(a — 1)? 4+ 8(a®> — 1) =
= 4(a — 1)(3a + 1), ktery je roven 0 pro a = —3 (a = 1 nevyhovuje).

Podminka je splnéna pro a = —% aproa = —1.

002. Obchodnik pred ¢asem zdrazil salam o 10%. O kolik procent ho nyni musi zlevnit,
aby se cena vratila na ptivodni droveii?

Redeni: Piivodni cenu salému oznaéme c. Po zdraZeni o 10% stdl 1, 1c. KdyZ ho pak
zlevni 0 1%, bude stét (1 — 755) - 1, 1c. Hleddme x tak, aby (1 — 155) - 1, 1c = ¢, odkud
z="22% =9,09%.

003. Délky stran pravotihlého trojihelniku oznaéme a, b, ¢ tak, aby a < b < ¢, délku
vysky na pfeponu v. DokaZte, Ze trojihelnik, jehoZ strany maji délku v, a + b, ¢ + v, je
pravouhly.

Regeni: Podle Pythagorovy véty je ¢> = a®+b%. Dile je ab = cv (z dvojnasobného obsahu
nebo z podobnych trojihelnikd). Je tedy v+ (a+b)? = v2+a*+2ab+b* = v2+c*+2cv =
= (c+v)2

O04. Nakreslete graf funkce y = [21*3 — 5]

Redeni: (Obr. 105.) Vyjdeme z grafu funkce y = 27. Posunutim o 3 ve sméru osy « doleva
z ného dostaneme graf funkce y = 2°*3. Graf funkce y = 2/**3! se s nim pro z > —3
shoduje, pro x < —3 ho dostaneme pieklopenim podle pfimky x = —3. Graf funkce
y = 21#31 _ 5 dostaneme z grafu funkce y = 2/**3 posunutim o 5 ve sméru osy y
dolti. Konec¢né graf funkce y = \2'”3' — 5| vznikne pfeklopenim té ¢asti grafu funkce
y = 21#+3l _ 5 kterd je pod osou x, nad osu z.
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Varianta OP, zadani s resenimi

OP1. Najdéte vSechna redlna ¢isla z, pro ktera plati:

Vi+tzrz++V1—-z \/1+£E‘—\/1—37_\/§
Vi+zrz—V1—-2 Vid+az+V/1—-2 T
Redeni: Vyraz na levé strand ma smysl, pravé kdyz soudasné 1 +z > 0, 1 —z > 0,
l+x#1—x,t.prox e (—1,0)U(0,1).
Upravme ho:

Vite+yvl-z id+ar—yl-a
Vitr—Vi—z Vita+Vi—z
:(v1+x+\/1_5)2_(,/1+x_ /1_55)2_4\/1—1—:6-\/1—3; o/1 22

(VI+z)? = (V1I—x)? C(+a)-(1-2) x
201 —22 V2

Rovnice = md feSeni ;1 = =, 1o = — = ata jsou feSenim zadané
, T T V2 V2
rovnice.

OP2. Najdéte viechna pfirozend islan < 100, pro kterd je &islo n2 —5n— 14 délitelné 43.

Redeni: Kvadraticka rovnice n? — 5n — 14 = 0 ma kofeny 7 a —2, je tedy n? — 5n— 14 =

Se
(n — 7)(n + 2). Protoze 43 je prvocislo, je soucin dvou ¢isel délitelny 43, pravé kdyz
je 43 délitelny néktery z Ciniteld. Pro n < 100 je n — 7 délitelné 43 pro n = 50 a pro
n = 93, n + 2 je délitelné 43 pron = 41 a pro n = 84.

OP3. Jsou dana redlnd ¢isla a < b < ¢ < d. Sestrojte graf funkce
y=lr—a|+|z—>bl+|r—c| +|x—d.
Reteni:Proz <ajey=(a—2)+(b—2)+(c—2)+(d—2)=a+b+c+d— 4z,
proaszx<bjey=(r—a)+(b—2)+(c—2)+(d—2)=—a+b+c+d— 2z,
probSzx<cjey=(r—a)+(r—-b)+(c—2)+(d—2)=—a—-b+c+d,
procSrx<djey=(r—a)+(x—-b)+(x—c)+(d—2z)=—-a—b—c+d+ 2z,
prox 2djey=(r—a)+(z—-b)+(x—c)+(x—d)=—-a—b—c—d+4x.
Graf funkce je na obr. 106.
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(d-—a)+(d—-b)+(d-c)
(b-a)+(c—a)+(d-a)

(c —a)+ (d - b)

0 a bec d
Obr. 106

OP4. Je dana krychle a na jejich hranach body P, (), R. Na obr. 107 je sit této krychle.
Vyznacte v siti fez krychle rovinou PQR.

Redeni: Ozna¢me odpovidajici si vrcholy na krychli
R a v siti a vyznacme na krychli dané body P, @), R
(obr. 108a, b). Body P, ), R lezi ve vrcholu, tedy
ve tfech sténdch, proto se budou v siti vyskytovat ve
tiech ¢tvercich. Na krychli sestrojime fez (obr. 108c)
a preneseme ho do sité (obr. 108d).

Obr. 107
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Obr. 108



Varianta OQ, zadani s resenimi

OQ1. V krychli ABCDFEFGH (obvyklé znaceni) protnéme thloptficku BH piimkou
vedenou k ni kolmo vrcholem F'. Vyznacte v obrazku krychle priisecik P téchto pfimek.

Reseni: V obdélniku DBF H (obr. 109) je % = /2. Z podobnych trojihelnikii F P B,

. |HP| _ |HF| _ |PB| _ |FB| |HP| _ |HFP? _

Bod P tedy déli ahlopticku H B v poméru 2 : 1 a snadno ho do obrazku krychle doplnime.

H F

D / B

Obr. 109

0OQ2. V mnozing redlnych Cisel feste rovnici

2tg” ¥ + cos’ x = 1.

Re3eni: VyuZijeme vztahl tgz = 3£ a sin® 2 + cos’ z = 1 a rovnici upravime na tvar
cos* 2z — 3cos?x + 2 = 0. Substituci y = cos? x ji pfevedeme na kvadratickou rovnici
y? — 3y + 2 = 0, kterd m4 kofeny y; = 2, yo = 1.

Ke kofenu y; neexistuje zadné x, pro néZ by cos? x = 2, nebot’ cos® xz < 1 pro kazdé .
Ke kofenu y, najdeme v intervalu (0,27) dvé hodnoty x, pro néZz cosx = 1 nebo
cosx = —1; jsou to 0 a w. Obé vyhovuji dané rovnici a dalsi feSeni se od nich 1isi

o nasobky 27. ReSeni dané rovnice jsou celo¢iselné ndsobky .
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OQ3. Najdéte vSechny dvojice redlnych cisel x, y, pro které plati

vz —y) yle—y)?®
372 + y2 x4 _ y4

= 1.

Redeni: Upravime levou stranu, kterd ma smysl, pokud x # vy, © # —v:

vz —y) yle—y)? (z—y)@® -y’ +ay® - 2%y

x2+y2 x4—y4 o :U4—y4
(x—y) (@@ +y?) —y@®+97)  (@—y)?@P+y°)
= 2t - 2t
_(@—y? _ a—y
x? — q? x+y

Posledni zlomek je roven 1 pravé pro ty dvojice z, y, pro které y = 0, = # 0.

OQ4. Dopliite chybéjici Cislice X, Y tak, aby ¢islo 124 X92Y'5 bylo délitelné 75.

Redeni: Cislo je délitelné 75, pravé kdy? je soucasné délitelné 25 a 3. Cislo je délitelné 25,
pravé kdyz posledni dvojcisli je délitelné 25, v naSem piipadé kdyZY = 2 nebo Y = 7.
Cislo je délitelné 3, pravé kdyz souet jeho &islic je délitelny 3, v nagem piipadé kdyz
X+Y=1,X4+Y =4 X+Y =7X+Y =10, X +Y = 13 nebo X +Y = 16.
Resenim jsou nasledujici dvojice (Y, X): (2,2), (2,5), (2,8), (7,0), (7,3), (7,6), (7,9).
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Varianta OR, zadani s resenimi

OR1. Je dana funkce
fry=ka*— (k+2)z+ k+ 3, kde k je redlny parametr.

(a) Zvolte k = —1 a pro tuto hodnotu sestrojte graf funkce f.

(b) Urcete vSechny hodnoty parametru k, pro néz plati % > 0.

(c) Urcete vSechny hodnoty parametru k, pro néZ jsou xr; = —1, x5 = 1 kofeny rovnice
f(x)=0.

Redeni: (a) Pro k = —1 pro predpis funkce f platiy = —2? —2x4+2 = —(z+2)(z — 1) =
=—(z+3)°*+1

Graf funkce f je parabola na obr. 110.

y=—x-x+2

Obr. 110

k+3

> 0.
k+7

(b) Je f(0) = k+ 3, f(—2) = Tk + 7, hleddme tedy vSechna k, pro néz je
Resenim této nerovnice jsou viechna k < —3 a viechna k > —1.

() Je-li f(—=1) = 0,je 3k +5=0,k = 2.

Jelli f(1)=0,jek+1=0k=—L.

Tedy neexistuje Zadné k, pro které je soucasné f(—1) =0a f(1) = 0.
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OR2. Urcete pocet vSech osmipismennych slov, ktera 1ze vytvorit ziménou pismen slova
COCACOLA a kterd zacinaji 1 konci souhldskou. Slova nemusi mit zadny skutecny
vyznam.

Redeni: Hledand osmipismennd slova jsou tif typl: prvni typ je C...... C, kde je
moznosti; druhy typje C...... L, kde je 5355 2 5 moznosti; treti typ je L. ... .. C, kde je 555
moznosti.

Celkem je ﬁ + 2 - 535 = 360 moZnosti jak vytvofit poZadovana slova.

2. 2
OR3. Je dana krychle ABCDEFGH a plati = a. UrCete vSechny roviny, které maji
tyto vlastnosti: obsahuji usecku KL, kde K je stied hrany AB a L je stfed hrany GH krychle,
a jejich prinikem s krychli je pravidelny Sestithelnik. Priinik zndzornéte na obrazku
(pro kazdou rovinu zvlast). V kazdém pripad€ vypoctéte obsah tohoto pravidelného
Sestitihelniku.

Reseni: Snadno uvéaZime, Ze body K, L jsou protilehlé vrcholy hledaného pravidelného
Sestihelniku. Zfejmé je KL || BG a |KL| = |BG]|. Strany M N, OP rovnobézné
s K L budou mit polovi¢ni délku, a proto budou vrcholy M, N, O, P leZet ve stiedech
ptislusnych hran krychle. Existujl tedy dvé dvojice usecek M N, OP (obr. 111). V obou

piipadech je (obr. 112) |K M| = ¥2q, —=6-1.|[KM| - LBIKM| =332

B A K B
Obr. 111
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S

K L, M

Obr. 112

OR4. Urcete vSechny hodnoty =z, pro které plati

cosz = sin 2.

Reseni: Postupné provadime ekvivalentni Gpravy nerovnice:

cosx = sin 2z

Vo

cosx = 2sinxcosx
cosz(2sinz —1) £ 0

1
cos z(sinz — 5) <0

Dané nerovnici vyhovuji pravé ta x, pro néz cosx < 0 a zdrovefi sinx = %, ata x, pro
néz cosx = 0 a zaroven sinx < %, tj.x € <% + 2k, %ﬂ + 2k7r> a
v € (=% + 2km, +7 + 2km), kde k je celé &islo.

Grafické feseni pro interval (0, 27) je patrné z obr. 113.
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Obr. 113
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Varianta OS, zadani s resenimi

OS1. Je dana funkce

fry=(k+1)2*+ (k+3)z — 4, kde k je redlny parametr.
(a) Zvolte k = 0 a pro tuto hodnotu sestrojte graf funkce f.
(b) Urcete vSechny hodnoty parametru k tak, aby pro vSechna redlnd x platilo f (—z) =
= f(2).
(c) Urcete vSechny hodnoty parametru k, pro néz se graf funkce f dotyka grafu funkce
y = —4.
Redeni: (a) Pro k = 0 pro predpis funkce f platiy = 22 +3z —4 = (z +4)(x — 1) =
= (z+3)*— 2.

Graf funkce f je parabola na obr. 114.

Obr. 114
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(b)Je f(—z) = (k+ 1)z* — (k + 3)x — 4, hleddme tedy vSechna k, pro néz (k + 1)2>—
—(k+3)z —4 = (k+1)2® + (k + 3)x — 4, neboli (k + 3)x = 0 pro viechna x. To plati
pro k = —3.

(c) Graf funkce f se dotykd pfimky y = —4, pravé kdyz diskriminant rovnice (k + 1)x2+
+(k + 3)x = 0 je roven nule, tj. pravé kdyZ (k + 3)*> = 0. Této podmince vyhovuje
jediné k = —3.

0S2. Uchaze¢ o piijeti na VS musi tsp&sné sloZit viechny &tyfi zkousky. Za kaZdou
tispés$né vykonanou zkou$ku ziskd bud’ 2, nebo 3, nebo 4 body. Pro pfijeti sta¢i dosahnout
asponi 13 bodi. Kolik rtznych ,,vysvédceni“ je mozné takto vytvorit, aby byl uchazec
pfijat?

Redeni: Ziskat 16 bodi lze tak, Ze kazdy pfedmét je po 4 bodech, coZ ddva 1 moZnost.
Ziskat 15 bodt Ize tak, ze 1 pfedmét je za 3 body, ostatni za 4 body, coz dava 4 moZnosti.

Ziskat 14 bodi Ize tak, Ze 2 predméty jsou za 4 body a 2 predméty za 3 body, nebo
3 predméty za 4 body a 1 pfedmét za 2 body, coz ddvd (3) + (;) moZnosti.

Ziskat 13 bodu Ize tak, Ze 2 predméty jsou za 4 body, jeden pfedmét za 3 body a jeden
predmét za 2 body, nebo jeden pfedmét za 4 body a 3 predméty za 3 body, coz dava
(;L) : (f) + (‘11) moznosti.

Celkemje1+4+6+4+4 62+ 4 = 31 moZnosti jak vytvorit ,,vysvédCeni* potfebné
k prijeti.

0S3. Je dana krychle ABCDEFGH a plati |AB| = a. Bod K je stfed stény ABFE a
L je stied stény EFGH krychle. Urcete na povrchu krychle mnozinu vrcholti M vsech
rovnoramennych (nebo rovnostrannych) trojihelnikti KLM se zdkladnou KL. MnoZinu
vrcholli M znézornéte na obrazku. Urcete trojihelnik KLM s nejmensim obsahem a tento
obsah vypoctéte.

Redeni: MnoZinou vrcholi viech rovnoramennych nebo rovnostrannych trojihelniki se
zdkladnou KL je rovina soumérnosti usecky K L. Jeji prinik s povrchem krychle je
hranice obdélniku DC'F'E (obr. 115). Nejmensi obsah trojihelniku K LM je v ptipadé,
kdyz vyska na stranu K L je nejmensi moZna, tj. kdyz M je stied E'F'. V tom piipad¢ je
trojihelnik pravouhly a jeho obsah je |K LM | = % : (%)2 = %2.
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A a B
Obr. 115
0OS4. Urcete vSechny hodnoty x, pro které plati
\/1 —V2sinz + 2cosz = 0.
ReZeni: Rovnici postupné upravujeme:
\/1 —V2sinz + 2cosz =0
1 —/2sinz = 4cos’z
1—+2sinz —4+4sin’z =0
4sin®2x —v/2sinz — 3 =0
Odtud dostaneme
_ V2EV50  V2E£5(2
(sinz)yo = = :
’ 8 8
Rovnici sinz = % nevyhovuje Zadné z, rovnici sin x = —*/75 vyhovuji v§echna x =

= gﬂ' + 2km a vSechna = = %W + 2k, kde k je celé &islo.

Po provedeni zkousky vyjde, Ze feSenim dané rovnice jsou pouze Cisla x = %W + 2km,
kde k je celé Cislo.

146



Varianta OT, zadani s resenimi

OT1. Urcete nejmensi a nejvétsi hodnotu funkce f na intervalu (—3, 1), jestlize
fry=|1—2z|+4x+ 1] —x.

Redeni: Extrémy funkce f uréime z jejiho grafu. Interval (—3,1) je rozd&len na podin-
tervaly, na nichZ m4 funkce f tento predpis:

1
x€<—3,§> y=1-2z+4c+1|—x=[22+2|—x
re(-3,-1):y=-20r—2—2x=—-3r—2

1
x€<—1,§>:y:2x+2—x:x+2

1
$E<§,1> y=2x—-14+4x+ 1| —z=16z] —x =62 —x = bz

Graf funkce f je na obr. 116. Nejmensi hodnota této funkce je f(—1) = 1, nejvétsi
hodnota je f(—3) = 7.

Obr. 116

OT2. Cisla45030a78 329 jsou pétimistna, nezadinaji nulou, pravidelné se v nich st¥idaji
sudé a liché Cislice a Cislice na misté jednotek je v nich druhou mocninou ¢islice na misté
stovek. Kolik je takovych ¢isel?

Regeni: Mohou nastat Ctyfi moznosti: ..0.0,..1.1,..2.4,..3.9
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(i) Cisla .. 0.0 mohou mit na mist& desetitisic jednu ze &ty¥ nenulovych sudych &islic,
na misté tisicil jednu z péti lichych ¢islic a na misté desitek jednu z péti lichych Cislic.
Téchto Cisel je tedy 4 - 5 - 5 = 100.

(1) Analogicky Cisel ..1.1je5-5-5 = 125.

(iii) A ¢isel ..2.4je4-5-5 = 100.

(iv) A konec¢né Cisel ..3.9je 555 = 125.

Hledanych ¢isel je celkem 100 + 125 + 100 + 125 = 450.

OT3. V rovnoramenném trojihelniku ABC' se zdkladnou AB je pii obvyklém znaceni
v, = 8,8 cmacosy = %5.

(a) Vypoctéte délku strany b.

(b) Zapiste postup konstrukce trojihelniku ABC' a trojihelnik narysujte.

Redeni: (a) Ozna¢me P patu vyiky v,. Podle zaddni plati ‘P—bc| = %3. Pouzitim Pythago-

rovy véty dostaneme b* = 8,82 cm? + (2235)2, odkud b = 10,4 cm.

C

Obr. 117
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(b) Postup konstrukce:

(i) BC, |BC| =10,4 cm

(i1) Thaletova kruZnice ¢ nad primérem BC
(iii) P, P € t N k(B;8cm)

(iv) A,Ae CP,|AC| =0

Konstrukce trojuhelniku je na obr. 117.

OT4. Je dana kvadraticka rovnice s parametrem k:

2 —2%kr—k*—1=0

Urcete hodnotu parametru £ tak, aby pro jeji kofeny z1, x5 platilo

22 4 22 < 26.

Reseni: Kofeny dané rovnice jsou

2k + 4k% 4+ 4k%2 4+ 4
X192 = \/ 2+ + :]{Zi\/2k2+1

pro kazdé redlné Cislo k.
Hledédme vSechna redlnd ¢isla k, pro néz plati

(k4 V2k2 + 1) + (k — /2k2 4 1)? < 26.

Ekvivalentnimi upravami dostaneme:

2k* + 4k* +2 < 26
k<4
k| <2
Jiné tedeni: Podminku upravime na tvar 23 + 23 = (21 + 29)% — 22125 < 26. Podle
Viétovych vzorct vyjadiujicich koeficienty kvadratické rovnice pomoci kofent je z1+

+x9 = 2k, 1179 = —k? — 1. Po dosazeni dostane podminka tvar (2k)% 4+ 2(k? +1) < 26
neboli k? < 4. Podmince vyhovuji viechna —2 < k < 2.
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