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Předmluva

Váženı́ zájemci o studium učitelstvı́ matematiky,
připravili jsme pro vás sbı́rku úloh vybraných z pı́semných přijı́macı́ch zkoušek zadaných
na našı́ fakultě v poslednı́ch letech. Úlohy jsou řazeny do čtveřic podobně jako u zkoušky,
kde je na vyřešenı́ čtyř úloh 60 minut čistého času.
Úlohy prověřujı́ znalosti středoškolské matematiky, schopnost úsudku, geometrickou
představivost a všeobecnou matematickou kulturu. Nevyžadujeme znalosti diferenciál-
nı́ho a integrálnı́ho počtu ani matematické statistiky. K řešenı́ úloh nejsou zapotřebı́
tabulky ani kalkulačka, jejich užı́vánı́ je však u zkoušky povoleno. K řešenı́ geometric-
kých úloh můžete potřebovat běžné rýsovacı́ pomůcky, tak si je k pı́semné části přijı́macı́
zkoušky nezapomeňte přinést.
V následujı́cı́ sbı́rce úloh uvádı́me nejprve texty úloh (varianta A–T), pak jejich řešenı́,
dále následujı́ obdobné úlohy (varianta OA-OT) s řešenı́mi. Doporučujeme, abyste se
nejprve pokusili každou úlohu vyřešit samostatně a teprve pak si prostudovali řešenı́ a
porovnali je s vlastnı́m řešenı́m. Zvláště, když jste nebyli úspěšnı́, bude vhodné, když
se pak ještě zkusı́te pustit do přı́slušné obdobné úlohy. Pouhé čtenı́ řešenı́ nenı́ přı́liš
užitečné.
Pı́semná přijı́macı́ zkouška z matematiky tvořı́ sice jen část celé přijı́macı́ zkoušky na
Pedagogickou fakultu UK v Praze, tvořı́ však jejı́ podstatnou část. Proto věnujte přı́pravě
na tuto zkoušku patřičnou pozornost.
Těšı́me se na shledanou u přijı́macı́ch zkoušek a pak po prázdninách na přednáškách.

Pracovnı́ci katedry matematiky a didaktiky matematiky
Pedagogické fakulty Univerzity Karlovy v Praze
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Varianta A

A1. Najděte všechny hodnoty parametru p, pro něž má nerovnice

x2 + 5x+ 7 5 px+ 3

(a) 0 řešenı́, (b) právě l řešenı́, (c) právě 2 řešenı́, (d) vı́ce než 2 řešenı́.

A2. V pravoúhlém trojúhelnı́ku ABC označme E patu výšky na přeponu AB. Vyjádřete
délku d úsečky AE pomocı́ délek odvěsen a = |BC|, b = |AC|. Jakých hodnot může d
nabývat, je-li a = 1, b 5 a?

A3. Nakreslete graf funkce y =
sin 4x
| cos 2x|

v intervalu 〈0, π〉.

A4. V obrázku krychle ABCDEFGH (standardnı́ značenı́) vyznačte bod R společný
třem rovinám ACH , DEF , ABF .
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Varianta B

B1. Najděte všechna reálná čı́sla x, pro která platı́√
x+

√
x+ 4 = 2

√
x−

√
x+ 4.

B2. Nakreslete graf funkce y = | 13x − 2|.

B3. Uvažujme kvádr se čtvercovou podstavou a s celočı́selnými velikostmi hran (v cm).
Prodloužı́me-li jednu hranu o polovinu jejı́ délky a jednu hranu o polovinu zkrátı́me,
zmenšı́ se jeho objem o 150 cm3. Určete původnı́ rozměry kvádru.

B4. Do dvou krychlı́ na obr. 1 doplňte pı́smenaR tak, aby jejich poloha souhlasila se sı́tı́.

Obr. 1
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Varianta C

C1. Kružnici obı́hajı́ rovnoměrně a ve stejném smyslu body B a b. Bod B ji oběhne za
T sekund, bod b za t sekund (T > t). Na počátku jsou body B, b ve stejné poloze. Za jak
dlouho se přı́ště opět setkajı́?

C2. Kolik pěticiferných čı́sel, která začı́najı́ i končı́ pětkou, je dělitelných patnácti?

C3. Určete v závislosti na hodnotě parametru a, kolik řešenı́ v oboru reálných čı́sel má
rovnice

(a+ 5)x2 − (a+ 2)x+ 1 = 0.

C4. Uvažujme pravidelný šestiboký kolmý hranol ABCDEFA′B′C ′D′E ′F ′, |AB| =
= |AA′| = 1. Vypočtěte povrch a objem trojbokého jehlanu BFD′F ′.
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Varianta D

D1. V obrázku krychle ABCDEFGH (standardnı́ značenı́) vyznačte průsečı́k P úhlo-
přı́čky FD s rovinou ACH .

D2. Najděte všechna reálná čı́sla x, 0 5 x 5 2π, pro která platı́

1
sin x

= 4 cos x.

D3. Označme S průsečı́k úhlopřı́ček lichoběžnı́ku ABCD s obsahem 1. Vyjádřete ob-
sah P trojúhelnı́ku ABS pomocı́ délek základen a = |AB|, b = |CD|. Jakých hodnot
může obsah P nabývat, je-li a > b?

D4. Nakreslete graf funkce

y =
x2 + x− 6
|x+ 3|

.
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Varianta E

E1. Kolik pěticiferných čı́sel dělitelných 75, v nichž se žádná čı́slice neopakuje, lze
sestavit z čı́slic 2, 3, 4, 5, 6, 7?

E2. Do obr. 2 dokreslete řez krychle rovinou PQR. Obdobně, jako je tomu u bodů P ,
Q, R, vyznačte i u ostatnı́ch průsečı́ků hran s rovinou řezu jejich vzdálenost od vrcholů
krychle.

Obr. 2

E3. Pravidelnému šestiúhelnı́ku opišme a vepišme kruh. Určete poměr obsahů těchto
kruhů.

E4. Je dáno reálné čı́slo p. Najděte všechna reálná čı́sla x, pro která platı́ |x + p| = x.
Určete závislost řešenı́ na parametru p.
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Varianta F

F1. Uvnitř trojúhelnı́ku ABC zvolme bod X a sestrojme jeho obraz XA (XB, XC)
ve středové souměrnosti se středem A (B, C). Určete polohu bodu X tak, aby obsah
trojúhelnı́ku XAXBXC byl co největšı́.

F2. Petr a Pavel majı́ dnes narozeniny. Když bylo Petrovi tolik, kolik je dnes Pavlovi,
byl součin jejich věků 21. Kolik je jim dnes let?

F3. Kulové ploše opišme a vepišme krychli. Určete poměr objemů těchto krychlı́.

F4. Nakreslete graf funkce y = x2 − |5x− 6|.
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Varianta G

G1. Popište, jak sestrojı́te (kružı́tkem a pravı́tkem) čtverec, který má stejný obsah jako
daný rovnoběžnı́k ABCD.

G2. Řešte rovnici (
√

p − 1)x2 + 2x
√

p+ 1 +
√

p + 1 = 0. Proved’te diskusi vzhledem
k parametru p.

G3. Sečtěte všechna pěticiferná čı́sla, která začı́najı́ i končı́ pětkou.

G4. Odřı́znutı́m vrcholu B dostaneme z krychle ABCDA′B′C ′D′ těleso TB (obr. 3).
Z něho stejným způsobem odřı́zneme vrchol D′ a dostaneme tak těleso TBD′. Vypočtěte
povrch a objem tělesa TBD′, je-li |AB| = 1.

Obr. 3
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Varianta H

H1. Najděte všechna celá čı́sla p, pro něž má rovnice px2 + 2px+ 3p− 4x− 4 = 0 dvě
různá reálná řešenı́.

H2. V krychli ABCDEFGH je bod K střed hrany EF , bod L střed hrany CD, bod S
střed stěny ADHE a bod T střed stěny BCGF (obr. 4a). Čtyřúhelnı́k TKSL má obsah
9
√
2 cm2. Určete objem krychle.

H3. Kolik šesticiferných čı́sel nenı́ dělitelných ani jednı́m z čı́sel 28 a 98?

H4. Pravoúhlý trojúhelnı́k ABC (s odvěsnami a, b) rozdělte přı́čkou XY , X ∈ AC,
Y ∈ AB, rovnoběžnou s CB tak, aby trojúhelnı́k AXY a lichoběžnı́k CBY X měly
stejné obsahy (obr. 4b). Vypočtěte délku x = |XY | pomocı́ délek odvěsen a, b, graficky
ji sestrojte a konstrukci popište.

(a) (b)

Obr. 4
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Varianta I

I1. V krychli ABCDEFGH je bod P střed

Obr. 5

hrany AB, bod Q je střed hrany HG. Dále K je
střed PC, L je střed CQ, M je střed QE a N je
střed EP (obr. 5). Určete obsah čtyřúhelnı́ku
KLMN , je-li délka hrany krychle 10 cm.

I2. Je dána rovnice x2 + 10x+ s = 0.
Určete parametr s a druhé řešenı́ rovnice, jestliže
vı́te, že jedno řešenı́ rovnice je rovno 7.

I3. Představte si, že na čtverečkovaném pa-
pı́ru je nakreslen obdélnı́k o rozměrech 56× 32
čtverečků. Strany obdélnı́ku ležı́ v linkách čtve-
rečkovaného papı́ru. Na kolik částı́ je jeho úh-
lopřı́čka rozdělena průsečı́ky s linkami?

I4. Na obr. 6 je trojúhelnı́k ABC. Bod T je
jeho těžiště, bod B′ střed AC, bod K střed
B′A′. Pro bod L platı́, že 3|AL| = |AA′|. Obsah trojúhelnı́ku ALB′ je roven 3. Určete
obsah trojúhelnı́ků ABC a CKA′.

Obr. 6
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Varianta J

J1. Motocyklistovi trvá cesta za bezvětřı́ tb hodin, proti větru tp hodin. Jak dlouho by
mu trvala cesta s větrem v zádech?

J2. Řešte rovnici 10

x2 − 7x+ p

3− x − 1 = 0 s parametrem p.

J3. Sestrojte čtyřúhelnı́k PRST , jsou-li dány délky všech čtyř stran a vı́te-li, že úhlo-
přı́čka RT půlı́ úhel při vrcholu T .

J4. V uzavřené nádobě tvaru pravidelného čtyřbokého jehlanu s výškou 15 cm a pod-
stavou tvaru čtverce o straně 12 cm je nalita voda do dvou třetin výšky (obr. 7). Nádobu
převrátı́me podstavou dolů. Do jaké výšky bude dosahovat voda?

Obr. 7
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Varianta K

K1. Dvě auta jedou po stejné silnici rychlostmi v1 km/h a v2 km/h. Kdyby jela proti sobě,
setkala by se za t hodin. Za jak dlouho se setkajı́, když jedou stejným směrem?

K2. Řešte nerovnici:

log22 x+ log2 x− 2 = 0

K3. Sestrojte trojúhelnı́k ABC, je-li dáno c, γ, va.

K4. Je dána krychle s hranou a. Vypočı́tejte povrch a objem čtyřbokého jehlanu, jehož
podstavou je jedna stěna krychle a vrchol ležı́ ve středu jedné hrany jejı́ protilehlé stěny.
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Varianta L

L1. Za kolik minut po 4. hodině se hodinová a minutová ručička poprvé překryjı́?

L2. Určete průsečı́ky grafu funkce f(x) = 2− log2
∣∣∣x2+3x−28

x+7

∣∣∣ s osami souřadnic.

L3. Sestrojte lichoběžnı́k KLMN , jsou-li dány úhly α, β při základně KL, délka ramene
LM (|LM | = l) a délka s střednı́ přı́čky lichoběžnı́ku KLMN .

L4. Kulové ploše o poloměru r = 5 vepišme válec, jehož obsah pláště se rovná součtu
obsahů obou podstav. Vypočtěte povrch válce.
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Varianta M

M1. Nakreslete graf funkce f(x) = x(|x+ 4| − |x− 4|).

M2. Řešte rovnici cos 15◦ sin 3x− sin 165◦ cos 3x = −
√
2
2 .

M3. Součin 9. a 16. členu geometrické posloupnosti je 2. Určete součin prvnı́ch 24 členů
této posloupnosti.

M4. Čtyřúhelnı́k ABCD je vepsán do kružnice. Určete velikost úsečky AE, je-li (obr. 8)

|CD| = 7, |DE| = 3, |AB| = 11.

Obr. 8
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Varianta N

N1. Nakreslete graf funkce y = sin 2|x+ π
4 | pro x ∈ 〈−2π, 2π〉.

N2. Uvažujme všechny trojúhelnı́ky, které majı́ všechny vrcholy ve vrcholech daného
pravidelného desetiúhelnı́ku. Kolik procent z těchto trojúhelnı́ků je tupoúhlých?

N3. Určete všechny hodnoty parametru a, pro něž funkce

f(x) = (a+ 1)x2 − 3ax+ 4a

nenabývá hodnoty f(x) = 1 pro žádné x.

N4. V kvádru ABCDA′B′C ′D′ je při obvyklém značenı́ |∠ABA′| = 30◦, |∠CBC ′| =
= 45◦. Vypočtěte cos |∠A′BC ′|.
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Varianta O

O1. Určete všechny hodnoty parametru a, pro něž funkce f(x) = (1−a2)x2+2(1+a)x
nabývá hodnoty f(x) = 2 právě pro jedno x.

O2. V podniku pracuje 200 dělnı́ků. Vedenı́ podniku hodlá zvýšit výrobu o 32%. Za-
vedenı́m nové technologie se zvýšı́ výkonnost dělnı́ků o 10%. Kolik dělnı́ků bude třeba
ještě přijmout?

O3. Délky stran pravoúhlého trojúhelnı́ku označme a, b, c tak, aby a < b < c, délku
výšky na přeponu v. Dokažte, že trojúhelnı́k, jehož strany majı́ délku b − a, v, c − v, je
pravoúhlý.

O4. Nakreslete graf funkce
y = |3|4−x| − 9|.
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Varianta P

P1. Najděte všechna reálná čı́sla x, pro která platı́:
√
1 + x+

√
1− x√

1 + x−
√
1− x

+

√
1 + x−

√
1− x√

1 + x+
√
1− x

= 4x.

P2. Najděte všechna přirozená čı́sla n < 100, pro která je čı́slo n2+3n−28 dělitelné 37.

P3. Sestrojte graf funkce f : y = |||x| − 1| − 1| a pak řešte rovnici |||x| − 1| − 1| = 1
2 .

P4. Je dána krychle a na jejı́ch hranách body P , Q, R. Na obr. 9 je sı́t’ této krychle.
Vyznačte v sı́ti řez krychle rovinou PQR.

Obr. 9

20



Varianta Q

Q1. V krychli ABCDEFGH (obvyklé značenı́) protněme úhlopřı́čku DF přı́mkou
vedenou k nı́ kolmo vrcholem B. Vyznačte v obrázku krychle průsečı́k P těchto přı́mek.

Q2. V množině reálných čı́sel řešte rovnici

2 cotg 2x+ 4 sin2 x = 7.

Q3. Najděte všechny dvojice reálných čı́sel x, y, pro které platı́

x(x+ y)
x2 + y2

+
y(x+ y)3

x4 − y4
= 1.

Q4. Doplňte chybějı́cı́ čı́slice X , Y tak, aby čı́slo 24X92Y 12 bylo dělitelné 72.
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Varianta R

R1. Je dána funkce
f : y = kx2 + (3k − 2)x+ k − 2, kde k je reálný parametr.

(a) Zvolte k = 1 a pro tuto hodnotu sestrojte graf funkce f .
(b) Určete všechny hodnoty parametru k, pro něž platı́ f (0) · f (−2) < 0.
(c) Určete všechny hodnoty parametru k, pro něž je x1 = 0 kořenem rovnice f (x) = 0.
Pro tyto hodnoty k určete druhý kořen rovnice f (x) = 0.

R2. Určete počet všech osmipı́smenných slov, která lze vytvořit záměnou pı́smen slova
ARMATURA a která začı́najı́ i končı́ samohláskou. Slova nemusı́ mı́t žádný skutečný
význam.

R3. Je dána krychle ABCDEFGH a platı́ |AB| = a. Určete všechny roviny, které majı́
tyto vlastnosti: obsahujı́ tělesovou úhlopřı́čku AG krychle a jejich průnikem s krychlı́ je
kosočtverec. Průnik znázorněte na obrázku (pro každou rovinu zvlášt’). V každém přı́padě
vypočtěte obsah tohoto kosočtverce.

R4. Určete všechny hodnoty x, pro které platı́

cos 2x 5 sin x.
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Varianta S

S1. Je dána funkce
f : y = x2 + 2 (2k − 1)x− 3k + 1, kde k je reálný parametr.

(a) Zvolte k = 1 a pro tuto hodnotu sestrojte graf funkce f .
(b) Určete všechny hodnoty parametru k, pro něž má rovnice f (x) = 0 dva různé reálné
kořeny.
(c) Určete všechny hodnoty parametru k, pro něž se graf funkce f dotýká osy x.

S2. Rychlı́ková souprava bude tvořena ze dvou nerozlišitelných zavazadlových vozů,
jednoho jı́delnı́ho vozu, třı́ nerozlišitelných lůžkových vozů a dvou nerozlišitelných lehát-
kových vozů. Kolik různých typů souprav lze sestavit, má-li být prvnı́ bud’zavazadlový
vůz, nebo jı́delnı́ vůz?

S3. Je dána krychle ABCDEFGH a platı́ |AB| = a. Určete všechny roviny, které majı́
tyto vlastnosti: obsahujı́ úsečku KL, kde K je střed stěny ABCD a L je střed stěny
BCGF krychle, a jejich průnikem s krychlı́ je rovnostranný trojúhelnı́k. Průnik znázor-
něte na obrázku (pro každou rovinu zvlášt’). V každém přı́padě vypočtěte obsah tohoto
rovnostranného trojúhelnı́ku.

S4. Určete všechny hodnoty x, pro které platı́
√
5 sinx+ cos 2x+ 2 cos x = 0.
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Varianta T

T1. Určete nejmenšı́ a největšı́ hodnotu funkce f na intervalu 〈−3, 4〉, jestliže

f : y = |1− 2x| − |x+ 2|+ x.

T2. Čı́slo 64 103 je pětimı́stné, je složené z různých čı́slic, nezačı́ná nulou, má čı́slici na
mı́stě jednotek o tři většı́ než čı́slici na mı́stě desı́tek a třikrát většı́ než čı́slici na mı́stě
stovek. Kolik je takových čı́sel?

T3. V pravoúhlém trojúhelnı́ku ABC s pravým úhlem při vrcholu C je při obvyklém
značenı́ tg α = 3

4 a |S1S2| = 4 cm, kde S1 je střed strany AC a S2 je střed strany BC.
(a) Vypočtěte délku strany b.
(b) Zapište postup konstrukce trojúhelnı́ku ABC a trojúhelnı́k narýsujte.

T4. Je dána kvadratická rovnice s parametrem k:
x2 − (k + 4)x− 6 = 0

Určete hodnotu parametru k tak, aby pro jejı́ kořeny x1, x2 platilo

6
x1
+
6
x2
= 5.
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Varianta A, zadání s řešeními

A1. Najděte všechny hodnoty parametru p, pro něž má nerovnice

x2 + 5x+ 7 5 px+ 3

(a) 0 řešenı́, (b) právě l řešenı́, (c) právě 2 řešenı́, (d) vı́ce než 2 řešenı́.

Řešení: Daná nerovnice je ekvivalentnı́ s nerovnicı́

x2 + (5− p)x+ 4 5 0.

Kvadratický trojčlen na levé straně má diskriminant

D = (5− p)2 − 16 = p2 − 10p+ 9 = (p− 1)(p− 9).

Znaménko diskriminantu rozhoduje o počtu řešenı́ přı́slušné kvadratické rovnice, tj.
o poloze grafu kvadratické funkce vzhledem k ose x, tedy i o počtu řešenı́ našı́ nerovnice.
Je-li D < 0, tj. p ∈ (1, 9), ležı́ celý graf nad osou x a nerovnice nemá řešenı́. Je-li D = 0,
tj. p = 1 nebo p = 9, dotýká se graf osy x v jediném bodě, který je jediným řešenı́m
nerovnice. Je-li D > 0, tj. p < 1 nebo p > 9, protı́ná graf osu x ve dvou bodech a
všechna x z intervalu vymezeného těmito body vyhovujı́ našı́ nerovnici. V tomto přı́padě
má tedy nerovnice nekonečně mnoho řešenı́. Právě dvě řešenı́ nemá daná nerovnice nikdy.

A2. V pravoúhlém trojúhelnı́ku ABC označme E patu výšky na přeponu AB. Vyjádřete
délku d úsečky AE pomocı́ délek odvěsen a = |BC|, b = |AC|. Jakých hodnot může d
nabývat, je-li a = 1, b 5 a?

Řešení: Z podobnosti trojúhelnı́ků ABC a ACE a z Pythagorovy věty pro trojúhelnı́k

ABC (obr. 10) máme
d

b
=

b

c
=

b√
a2 + b2

a odtud

d =
b2√

a2 + b2
.

Z obr. 11 je zřejmé, že při neměnném a s rostoucı́m b roste d. (V obr. 11 je b = |AC| >
> |A′C| = b′, úhel AY E je tupý a d > |EY | > |A′X| > d′.)

Proto i funkce d(b) =
b2√
1 + b2

pro b > 0 roste.

Pro a = 1, b 5 a nabývá d všech hodnot z intervalu
(
0,

√
2
2

〉
.
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Obr. 10

Obr. 11

A3. Nakreslete graf funkce y =
sin 4x
| cos 2x|

v intervalu 〈0, π〉.

Řešení: Úpravou čitatele podle vzorce pro sinus dvojnásobného úhlu vyjádřı́me funkci
ve tvaru

y =
2 sin 2x cos 2x

| cos 2x|
.

Pro ta x, pro něž je cos 2x > 0, totiž pro x ∈
〈
0, π
4

)
∪

(
3π
4 , π

〉
, je | cos 2x| = cos 2x a

y = 2 sin 2x.
Pro ta x, pro něž je cos 2x < 0, totiž pro x ∈

(
π
4 ,
3π
4

)
, je | cos 2x| = − cos 2x a

y = −2 sin 2x.
Pro ta x, pro něž je cos 2x = 0, totiž pro x = π

4 a pro x = 3π
4 , nenı́ daná funkce definována.

Graf dané funkce je na obr. 12.
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Obr. 12

A4. V obrázku krychle ABCDEFGH (standardnı́ značenı́) vyznačte bod R společný
třem rovinám ACH , DEF , ABF .

Řešení: (Obr. 13.) Bod C ležı́ v rovině ACH i v rovině DEF . Průsečı́k X přı́mek AH ,
ED ležı́ také v obou těchto rovinách. Přı́mka CX je tedy jejich průsečnicı́.
Body E, F ležı́ v rovině DEF i v rovině ABF , takže přı́mka EF je jejich průsečnicı́.
Přı́mky CX , EF se protnou v hledaném bodě R.
Protože EX ‖ FC, |EX| = |FC|

2 , je úsečka EX střednı́ přı́čka v trojúhelnı́ku CFR. Je
tedy |ER| = |EF |.

Obr. 13
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Varianta B, zadání s řešeními

B1. Najděte všechna reálná čı́sla x, pro která platı́√
x+

√
x+ 4 = 2

√
x−

√
x+ 4.

Řešení: Dvojı́ umocněnı́ dá kvadratickou rovnici 9x2− 25x− 100 = 0 s diskriminantem
4 225 = 652 a kořeny 5, −209 . Druhý kořen však nevyhovuje původnı́ rovnici (záporné
čı́slo pod odmocninou). Rovnice má jediné řešenı́ x = 5.

B2. Nakreslete graf funkce y = | 13x − 2|.

Řešení: Graf se skládá z těch částı́ grafů funkcı́

y =
1
3x

− 2 a y = 2− 1
3x

,

které jsou nad osou x. Grafy těchto funkcı́ jsou hyperboly. Prvnı́ má zřejmě střed v bodě
[0, 2], druhá v bodě [0,−2] a obě majı́ asymptoty rovnoběžné s osami souřadnic.
Graf dané funkce je na obr. 14.

Obr. 14
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B3. Uvažujme kvádr se čtvercovou podstavou a s celočı́selnými velikostmi hran (v cm).
Prodloužı́me-li jednu hranu o polovinu jejı́ délky a jednu hranu o polovinu zkrátı́me,
zmenšı́ se jeho objem o 150 cm3. Určete původnı́ rozměry kvádru.

Řešení: Objem změněného kvádru je roven 32 ·
1
2 =

3
4 objemu původnı́ho kvádru. Původnı́

kvádr měl tedy objem 4 · 150 cm3 = 600 cm3 = 23 · 3 · 52 cm3. Úloha má čtyři řešenı́:
1× 1× 600, 2× 2× 150, 5× 5× 24, 10× 10× 6 (všechny rozměry v cm)

B4. Do dvou krychlı́ na obr. 15 doplňte pı́smena R tak, aby jejich poloha souhlasila se
sı́tı́.

Obr. 15

Řešení je na obr. 16.

Obr. 16
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Varianta C, zadání s řešeními

C1. Kružnici obı́hajı́ rovnoměrně a ve stejném smyslu body B a b. Bod B ji oběhne za
T sekund, bod b za t sekund (T > t). Na počátku jsou body B, b ve stejné poloze. Za jak
dlouho se přı́ště opět setkajı́?

Řešení: Za 1 sekundu se bod B otočı́ kolem středu S kružnice o úhel 2πT , bod b o úhel
2π
t ve stejném smyslu a úhel BSb vzroste o 2π(1t −

1
T ). Necht’se body přı́ště setkajı́ za

x sekund. Rovnice

x · 2π(1
t
− 1

T
) = 2π

má řešenı́

x =
1

1
t −

1
T

=
Tt

T − t
.

C2. Kolik pěticiferných čı́sel, která začı́najı́ i končı́ pětkou, je dělitelných patnácti?

Řešení: Jsou to právě ta z čı́sel končı́cı́ch i začı́najı́cı́ch pětkou, která jsou dělitelná třemi.
Ze souvislosti dělitelnosti čı́sla a jeho ciferného součtu třemi plyne, že vyhovujı́ právě ta
čı́sla, jejichž vnitřnı́ trojčı́slı́ dává při dělenı́ třemi zbytek 2, a těch je 333.
Jiné řešení: Nejmenšı́ vyhovujı́cı́ čı́slo je 50 025, největšı́ 59 985 a mezi nimi vyhovuje
každé třicáté. Je jich tedy

59 985− 50 025
30

+ 1 =
996
3
+ 1 = 333.

C3. Určete v závislosti na hodnotě parametru a, kolik řešenı́ v oboru reálných čı́sel má
rovnice

(a+ 5)x2 − (a+ 2)x+ 1 = 0.

Řešení: Pro a = −5 má rovnice tvar 3x+ 1 = 0 a má jediné řešenı́.
Pro a 6= −5 jde o kvadratickou rovnici s diskriminantem D = (a+ 2)2 − 4(a+ 5) =
= a2 − 16 = (a+ 4)(a− 4).
Pro a < −5, pro −5 < a < −4 a pro a > 4 je D > 0 a rovnice má dvě různá řešenı́.
Pro a = 4 a pro a = −4 je D = 0 a rovnice má jediné řešenı́.
Pro −4 < a < 4 je D < 0 a rovnice nemá řešenı́ v oboru reálných čı́sel.
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C4. Uvažujme pravidelný šestiboký kolmý hranol ABCDEFA′B′C ′D′E ′F ′, |AB| =
= |AA′| = 1. Vypočtěte povrch a objem trojbokého jehlanu BFD′F ′.

Řešení: (Obr. 17.) Stěny BFF ′ a FD′F ′ jehlanu jsou pravoúhlé trojúhelnı́ky s odvěsnami
délek 1,

√
3 a majı́ tedy obsah

√
3
2 . Stěny BFD′ a BD′F ′ jsou rovnoramenné trojúhelnı́ky

se základnou délky
√
3 a rameny délky 2 a majı́ tedy obsah

√
3
√
13
4

. Jehlan má povrch

2 ·
√
3
2
+ 2 ·

√
3
√
13
4

=
√
3(1 +

√
13
2
).

Výška spuštěná z vrcholu D′ na stěnu BFF ′ se shoduje s výškou spuštěnou z vrcholu D′

na stranu B′F ′ v rovnostranném trojúhelnı́ku B′D′F ′ a má délku 32 . Jehlan má objem

1
3
·
√
3
2

· 3
2
=

√
3
4

.

A B

C

DE

F

F'

E'

A' B'

C'

D'

Obr. 17
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Varianta D, zadání s řešeními

D1. V obrázku krychle ABCDEFGH (standardnı́ značenı́) vyznačte průsečı́k P úhlo-
přı́čky FD s rovinou ACH .

Řešení: (Obr. 18.) Označme X průsečı́k přı́mek AC, BD. Body H a X ležı́ v rovinách
ACH , BDF , takže průsečnice těchto rovin je přı́mka HX . Hledaný bod P je průsečı́k
přı́mek FD, HX .

Obr. 18

D2. Najděte všechna reálná čı́sla x, 0 5 x 5 2π, pro která platı́

1
sin x

= 4 cos x.

Řešení: Je-li sin x > 0, tj. x ∈ (0, π), je daná nerovnice ekvivalentnı́ s nerovnicı́
1 = 4 cos x sin x, a protože 2 cos x sin x = sin 2x, je ekvivalentnı́ s nerovnicı́ sin 2x 5 1

2 .

Této nerovnici vyhovujı́ x ∈
(
0,

π

12

〉
∪

〈
5π
12

, π

)
.

Je-li sin x < 0, tj. x ∈ (π, 2π), je daná nerovnice ekvivalentnı́ s nerovnicı́ sin 2x = 1
2 .

Této nerovnici vyhovujı́ x ∈
〈
13π
12

,
17π
12

〉
.
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Pro x = 0, x = π a x = 2π je sin x = 0 a daná nerovnice nemá smysl.
Výsledek je znázorněn na obr. 19.

Obr. 19

D3. Označme S průsečı́k úhlopřı́ček lichoběžnı́ku ABCD s obsahem 1. Vyjádřete ob-
sah P trojúhelnı́ku ABS pomocı́ délek základen a = |AB|, b = |CD|. Jakých hodnot
může obsah P nabývat, je-li a > b?

Řešení: Označme v výšku lichoběžnı́ku ABCD. Jeho obsah je roven
v(a+ b)
2

= 1 a

odtud v =
2

a+ b
. Dále označme va (resp. vb) výšku trojúhelnı́ku ABS (resp. CDS).

Z podobnosti těchto trojúhelnı́ků plyne, že
va

vb
=

a

b
a zřejmě v = va + vb. Je tedy

va

v − va
=

a

b
a odtud va =

2a
(a+ b)2

, P =
ava

2
=

a2

(a+ b)2
. Zvolme pevné a a nechme b

proběhnout interval (0, a). Hodnoty funkce P (b) =
a2

(a+ b)2
pak budou klesat a proběh-

nou interval
(
1
4 , 1

)
.

D4. Nakreslete graf funkce

y =
x2 + x− 6
|x+ 3|

.

Řešení: Kvadratická rovnice x2 + x− 6 = 0 má kořeny 2 a −3, takže

y =
x2 + x− 6
|x+ 3|

=
(x− 2)(x+ 3)

|x+ 3|
.
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Pro x > −3 je |x+ 3| = x+ 3 a y = x− 2.
Pro x < −3 je |x+ 3| = −(x+ 3) a y = 2− x.
Pro x = −3 nenı́ funkce definována.
Graf dané funkce je na obr. 20.

Obr. 20
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Varianta E, zadání s řešeními

E1. Kolik pěticiferných čı́sel dělitelných 75, v nichž se žádná čı́slice neopakuje, lze
sestavit z čı́slic 2, 3, 4, 5, 6, 7?

Řešení: Uvažovaná čı́sla jsou dělitelná 3 a 25, tj. ciferný součet majı́ dělitelný 3 a poslednı́
dvojčı́slı́ majı́ dělitelné 25. Součet šesti daných čı́slic je 27. Ciferný součet dělitelný 3
budou mı́t čı́sla složená z pěti čı́slic 2, 4, 5, 6, 7 a 2, 3, 4, 5, 7. Pro poslednı́ dvojčı́slı́
jsou v obou přı́padech 2 možnosti (25, 75) a vždy 6 možnostı́ je pro pořadı́ zbývajı́cı́ch
třı́ čı́slic na začátku. Existuje tedy 2 · 2 · 6 = 24 čı́sel s danými vlastnostmi.

E2. Do obr. 21a dokreslete řez krychle rovinou PQR. Obdobně, jako je tomu u bodů P ,
Q, R, vyznačte i u ostatnı́ch průsečı́ků hran s rovinou řezu jejich vzdálenost od vrcholů
krychle.

(a) (b)

Obr. 21

Řešení: (Obr. 21b.) Řez zřejmě obsahuje úsečky PQ a PR, dále pak RS (RS ‖ PQ),
QT (QT ‖ PR) a ST . Polohu bodů S, T na hranách zjistı́me z podobných trojúhelnı́ků
v protějšı́ch stěnách.

E3. Pravidelnému šestiúhelnı́ku opišme a vepišme kruh. Určete poměr obsahů těchto
kruhů.

Řešení: Pravidelný šestiúhelnı́k se skládá ze šesti rovnostranných trojúhelnı́ků. Označme
R poloměr opsané kružnice, r vepsané kružnice (obr. 22). Pak je r výškou v rovnostran-
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ném trojúhelnı́ku se stranou R a snadno zjistı́me, že R : r = 2 :
√
3. Hledaný poměr

obsahů pak bude R2 : r2 = 4 : 3.

E4. Je dáno reálné čı́slo p. Najděte všechna

Obr. 22

reálná čı́sla x, pro která platı́ |x + p| = x.
Určete závislost řešenı́ na parametru p.

Řešení: Pro x = −p řešı́me rovnici x+ p =
= x. Ta pro p 6= 0 nemá řešenı́ a pro p = 0 jı́
vyhovuje každé x (předpokládali jsme
x = −p).
Pro x < −p řešı́me rovnici −x−p = x. Ta má
řešenı́ x = −p

2 (předpoklad x < −p je splněn
pro p < 0).
Shrnutı́: Pro p = 0 je řešenı́m každé x = 0, pro
p < 0 má rovnice jediné řešenı́ x = −p

2 , pro
p > 0 nemá rovnice řešenı́.
Jiné řešení: Grafické řešenı́ je na obr. 23 a 24.

y = |x + p|

−p

p y = x

x

y

p > 0 – grafy nemajı́ společný bod

Obr. 23
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y = |x + 0|

y = x

x

y

p = 0 – grafy majı́ společnou polopřı́mku

p < 0 – grafy majı́ jeden společný bod

Obr. 24
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Varianta F, zadání s řešeními

F1. Uvnitř trojúhelnı́ku ABC zvolme bod X a sestrojme jeho obraz XA (XB, XC)
ve středové souměrnosti se středem A (B, C). Určete polohu bodu X tak, aby obsah
trojúhelnı́ku XAXBXC byl co největšı́.

Řešení: (Obr. 25.) Obsah trojúhelnı́ku

Obr. 25

XAXBXC nezávisı́ na poloze bodu X .
Je vždy čtyřnásobkem obsahu troj-
úhelnı́ku ABC, protože AB, BC,
CA jsou střednı́ přı́čky v trojúhelnı́-
cı́ch XAXBX , XBXCX , XCXAX .

F2. Petr a Pavel majı́ dnes naroze-
niny. Když bylo Petrovi tolik, ko-
lik je dnes Pavlovi, byl součin jejich
věků 21. Kolik je jim dnes let?

Řešení: Petr je zřejmě staršı́ než Pa-
vel. Tenkrát bylo bud’Petrovi 7 a Pav-
lovi 3, nebo Petrovi 21 a Pavlovi 1.
Dnes je tedy Petrovi 11 a Pavlovi 7,

nebo Petrovi 41 a Pavlovi 21.

F3. Kulové ploše opišme a vepišme krychli. Určete poměr objemů těchto krychlı́.

Řešení: Průměr koule označme p. Vepsaná krychle bude mı́t hranu p√
3

(průměr koule je
tělesová úhlopřı́čka vepsané krychle), opsaná krychle bude mı́t hranu p.
Poměr objemů opsané a vepsané krychle je p3 : ( p√

3
)3 = 3

√
3 : 1.

F4. Nakreslete graf funkce y = x2 − |5x− 6|.

Řešení: Graf se skládá z částı́ grafů funkcı́ y = x2 + 5x− 6 = (x+ 6)(x− 1) =
= (x + 52)

2 − 49
4 (pro x 5 6

5) a y = x2 − 5x + 6 = (x− 2)(x− 3) = (x− 5
2)
2 − 1

4 (pro
x = 6

5). Jde o paraboly, prvnı́ má zřejmě vrchol v bodě
[
−52 ,−

49
4

]
a druhá v bodě

[
5
2 ,−

1
4

]
(obr. 26).
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Obr. 26
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Varianta G, zadání s řešeními

G1. Popište, jak sestrojı́te (kružı́tkem a pravı́tkem) čtverec, který má stejný obsah jako
daný rovnoběžnı́k ABCD.

Řešení: Sestrojı́me výšku např. z vrcholu C na stranu AB, jejı́ patu označı́me P . S
využitı́m Eukleidovy věty pak sestrojı́me stranu hledaného čtverce jako úsečku délky√
|AB| · |CP | (obr. 27).

Obr. 27

G2. Řešte rovnici (
√

p − 1)x2 + 2x
√

p+ 1 +
√

p + 1 = 0. Proved’te diskusi vzhledem
k parametru p.

Řešení: Rovnice má smysl pro p = 0. Pro p = 1 má tvar 2
√
2x + 2 = 0 a jediné řešenı́

x = −
√
2
2 . Pro p = 0, p 6= 1, jde o kvadratickou rovnici s diskriminantem 8, která má dvě

řešenı́ x1,2 =
−
√

p+ 1±
√
2

√
p− 1

.

G3. Sečtěte všechna pěticiferná čı́sla, která začı́najı́ i končı́ pětkou.

Řešení: Sčı́táme čı́sla 50 005, 50 015, 50 025, . . . , 59 995. Je jich 1 000 a tvořı́ aritmetickou
posloupnost s diferencı́ 10. Hledaný součet je roven 1 0002 (50 005 + 59 995) =
= 500 · 110 000 = 55 000 000.
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G4. Odřı́znutı́m vrcholu B dostaneme z krychle ABCDA′B′C ′D′ těleso TB (obr. 28a).
Z něho stejným způsobem odřı́zneme vrchol D′ a dostaneme tak těleso TBD′. Vypočtěte
povrch a objem tělesa TBD′, je-li |AB| = 1.

(a) (b)

Obr. 28

Řešení: Uvažované těleso je osmistěn (obr. 28b). Šest jeho stěn jsou pravoúhlé trojúhel-
nı́ky s odvěsnami 1, dvě stěny jsou rovnostranné trojúhelnı́ky se stranami

√
2. Těleso má

tedy povrch 6 · 12 + 2 ·
√
3
2 = 3 +

√
3. Odřı́zli jsme dva trojboké jehlany. Každý má jako

podstavu pravoúhlý rovnoramenný trojúhelnı́k s odvěsnami 1 a přı́slušnou výšku 1, tedy
objem 1

6 . Těleso má tedy objem 1− 2 · 16 =
2
3 .
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Varianta H, zadání s řešeními

H1. Najděte všechna celá čı́sla p, pro něž má rovnice px2 + 2px+ 3p− 4x− 4 = 0 dvě
různá reálná řešenı́.

Řešení: Pro p = 0 má rovnice jen jedno řešenı́. Pro p 6= 0 má kvadratická rovnice
diskriminant D = (2p − 4)2 − 4p(3p − 4) = 16 − 8p2. Zřejmě je D > 0, právě když
p2 < 2. Dvě řešenı́ jsou pro p = 1 a pro p = −1.

H2. V krychli ABCDEFGH je bod K střed hrany EF , bod L střed hrany CD, bod S
střed stěny ADHE a bod T střed stěny BCGF (obr. 29). Čtyřúhelnı́k TKSL má obsah
9
√
2 cm2. Určete objem krychle.

Obr. 29

Řešení: Délku hrany krychle označme a. Čtyřúhelnı́k TKSL má stejně dlouhé strany.
Je to kosočtverec, jehož úhlopřı́čky majı́ délky |KL| = a

√
2, |ST | = a. Má obsah

a2
√
2
2 = 9

√
2 cm2, odtud a =

√
18 cm, objem krychle a3 = 54

√
2 cm3.

H3. Kolik šesticiferných čı́sel nenı́ dělitelných ani jednı́m z čı́sel 28 a 98?

Řešení: Určı́me, kolik šesticiferných čı́sel je dělitelných 28, kolik 98 a kolik oběma, tj.
nejmenšı́m společným násobkem čı́sel 28, 98, tj. čı́slem 196.
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Z čı́sel 1 až 999 999 je jich 35 714 dělitelných 28. (Čı́slem 28 je dělitelné každé 28. z těchto
čı́sel, jejich počet je tedy roven celé části z čı́sla 999 99928 = 35 714,. . . )
Podobně z čı́sel 1 až 999 999 je jich 10 204 dělitelných 98 a 5 102 dělitelných 196.
Z čı́sel 1 až 99 999 je jich 3 571 dělitelných 28, 1 020 dělitelných 98 a 510 dělitelných 196.
Z čı́sel 100 000 až 999 999 je jich 35 714−3 571 = 32 143 dělitelných 28, 10 204−1 020 =
= 9 184 dělitelných 98 a 5 102− 510 = 4 592 dělitelných 196.
Počet šesticiferných čı́sel, která nejsou dělitelná žádným z čı́sel 28, 98, je
900 000− 32 143− 9 184 + 4 592 = 863 265.

H4. Pravoúhlý trojúhelnı́k ABC (s odvěsnami

Obr. 30

a, b) rozdělte přı́čkou XY , X ∈ AC,
Y ∈ AB, rovnoběžnou s CB tak, aby troj-
úhelnı́k AXY a lichoběžnı́k CBY X měly stejné
obsahy (obr. 30). Vypočtěte délku x = |XY |
pomocı́ délek odvěsen a, b, graficky ji sestrojte
a konstrukci popište.

Řešení: Trojúhelnı́ky ACB, AXY jsou podobné
a jejich obsahy jsou v poměru 2 : 1. Délky od-
povı́dajı́cı́ch si stran jsou tedy v poměru

√
2 : 1,

odkud x = a√
2
. Tuto délku sestrojı́me jako

stranu čtverce s danou úhlopřı́čkou a.
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Varianta I, zadání s řešeními

I1. V krychli ABCDEFGH je bod P střed hrany AB, bod Q je střed hrany HG. Dále
K je střed PC, L je střed CQ, M je střed QE a N je střed EP (obr. 31). Určete obsah
čtyřúhelnı́ku KLMN , je-li délka hrany krychle 10 cm.

Obr. 31

Řešení: Čtyřúhelnı́k PCQE má stejně dlouhé strany. Je to kosočtverec, jehož úhlopřı́čky
majı́ délky |PQ| = 10

√
2 cm, |EC| = 10

√
3 cm, takže má obsah 50

√
6 cm2. Čtyřúhelnı́k

KLMN má polovičnı́ obsah 25
√
6 cm2.

I2. Je dána rovnice x2 + 10x+ s = 0. Určete parametr s a druhé řešenı́ rovnice, jestliže
vı́te, že jedno řešenı́ rovnice je rovno 7.

Řešení: Pro parametr s platı́ 72+10·7+s = 0, odtud s = −119. Rovnice x2+10x−119 =
= 0 má řešenı́ x1 = 7, x2 = −17.
Jiné řešení: Pro řešenı́ x1 = 7, x2 dané rovnice platı́ (x − 7)(x − x2) = x2 + 10x + s,
odkud 7 + x2 = −10, 7x2 = s. Je tedy x2 = −17, s = −119.

I3. Představte si, že na čtverečkovaném papı́ru je nakreslen obdélnı́k o rozměrech 56× 32
čtverečků. Strany obdélnı́ku ležı́ v linkách čtverečkovaného papı́ru. Na kolik částı́ je jeho
úhlopřı́čka rozdělena průsečı́ky s linkami?
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Řešení: Ve vnitřnı́ch bodech úhlopřı́čku protı́ná 55 svislých a 31 vodorovných linek.
Určı́me ještě, v kolika z těchto průsečı́ků se na úhlopřı́čce protı́ná vodorovná linka se
svislou. Poměr stran daného obdélnı́ku je 56 : 32 = 7 : 4, bude to tedy v 7 bodech (7, 4),
(14, 8),. . . , (49, 28). Uvnitř úhlopřı́čky ležı́ tedy 55 + 31 − 7 = 79 navzájem různých
průsečı́ků s linkami, které ji dělı́ na 80 částı́.
Jiné řešení: Úlohu vyřešı́me pro obdélnı́k 7× 4 čtverečků (10 částı́, bez dvojitých průse-
čı́ků), jehož úhlopřı́čka je osminou úhlopřı́čky daného obdélnı́ku.

I4. Na obr. 32 je trojúhelnı́k ABC. Bod T je jeho těžiště, bod B′ střed AC, bod K střed
B′A′. Pro bod L platı́, že 3|AL| = |AA′|. Obsah trojúhelnı́ku ALB′ je roven 3. Určete
obsah trojúhelnı́ků ABC a CKA′.

Obr. 32

Řešení: Úsečka AA′ je těžnice trojúhelnı́ku ABC, takže bod A′ je střed strany BC. Pro
obsahy trojúhelnı́ků v obrázku platı́ |ALB′| = |LTB′| = |TA′B′|, |A′B′C| = |A′B′A|,
|KA′C| = |KB′C|, |AA′B| = |AA′C| a odtud |CKA′| = 9

2 , |ABC| = 36.

45



Varianta J, zadání s řešeními

J1. Motocyklistovi trvá cesta za bezvětřı́ tb hodin, proti větru tp hodin. Jak dlouho by
mu trvala cesta s větrem v zádech?

Řešení: Necht’ vı́tr fouká rychlostı́ w km/h, motocyklistova cesta měřı́ s km a s větrem
v zádech by mu trvala tz hodin. Rychlost při jı́zdě za bezvětřı́ je pak

s

tb
km/h, rychlost

při jı́zdě proti větru
s

tp
km/h a rychlost při jı́zdě s větrem v zádech

s

tz
km/h. Pro rychlosti

platı́
s

tp
=

s

tb
− w,

s

tz
=

s

tb
+ w. Odtud dostaneme tz =

tbtp
2tp − tb

. Úloha má řešenı́ pro

tp = tb.

J2. Řešte rovnici 10

x2 − 7x+ p

3− x − 1 = 0 s parametrem p.

Řešení: Daná rovnice je ekvivalentnı́ s rovnicı́
x2 − 7x+ p

3− x
= 0. Kvadratická rovnice

x2 − 7x+ p = 0 má diskriminant 49− 4p. Pro p > 49
4 nemá v reálném oboru řešenı́, pro

p = 49
4 má jediné řešenı́ x = 7

2 , pro p < 49
4 má dvě řešenı́ x1,2 =

7±
√
49− 4p
2

. Totéž
platı́ i pro původnı́ rovnici až na to, že jı́ nevyhovuje řešenı́ kvadratické rovnice x = 3,
kdy levá strana ztrácı́ smysl. K tomu dojde pro p = 12; tedy v tomto přı́padě má rovnice
jediné řešenı́ x = 4.

J3. Sestrojte čtyřúhelnı́k PRST , jsou-li dány délky všech čtyř stran a vı́te-li, že úhlo-
přı́čka RT půlı́ úhel při vrcholu T .

Řešení: (Obr. 33.) Předpokládejme, že je čtyřúhelnı́k sestrojen a že t > s. Sestrojme obraz
trojúhelnı́ku TRS v souměrnosti podle osy TR. Obraz S ′ bodu S padne na úsečku TP .
V trojúhelnı́ku PRS ′ známe velikosti všech třı́ stran: |PR| = p, |RS ′| = r, |PS ′| = t−s.
Odtud konstrukce: Sestrojı́me trojúhelnı́k PRS ′, na polopřı́mce PS ′ bod T tak, aby
|PT | = t, a pak bod S jako obraz bodu S ′ v souměrnosti podle osy RT . Je-li s > t,
postupujeme obdobně.
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Obr. 33

Je-li s 6= t, má úloha řešenı́, právě když trojice čı́sel p, r, |s− t| splňuje trojúhelnı́kovou
nerovnost, a to jediné. Je-li s = t, má úloha řešenı́, právě když p = r. V tomto přı́padě
má nekonečně mnoho řešenı́.

J4. V uzavřené nádobě tvaru pravidelného čtyřbokého jehlanu s výškou 15 cm a podsta-
vou tvaru čtverce o straně 12 cm je nalita voda do dvou třetin výšky (obr. 34). Nádobu
převrátı́me podstavou dolů. Do jaké výšky bude dosahovat voda?

Obr. 34
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Řešení: Objem vody v nádobě je 13 · 8
2 · 10 = 640

3 (cm3). Po převrácenı́ nádoby necht’
má voda hloubku v cm a jejı́ čtvercová hladina stranu s cm. Z podobných trojúhelnı́ků
(obr. 35) je s : (15 − v) = 12 : 15 a odtud s = 12

15(15 − v). Pro objem vody je
640
3 =

1
3 · 12

2 · 15− 1
3s
2(15− v) = 1

3 · 12
2 · 15− 1

3 ·
122

152 (15− v)3 (cm3), odkud vypočteme
v = 15− 3

√
2 375

.
= 1, 66.

Obr. 35
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Varianta K, zadání s řešeními

K1. Dvě auta jedou po stejné silnici rychlostmi v1 km/h a v2 km/h. Kdyby jela proti sobě,
setkala by se za t hodin. Za jak dlouho se setkajı́, když jedou stejným směrem?

Řešení: Necht’ je počátečnı́ vzdálenost aut d km a necht’ se auta setkajı́ za T hodin. Při
jı́zdě proti sobě by platilo d = tv1+ tv2, při jı́zdě stejným směrem platı́ d = |Tv1−Tv2|.
Odtud T = t · v1 + v2

|v1 − v2|
.

K2. Řešte nerovnici:
log22 x+ log2 x− 2 = 0

Řešení: Substituce y = log2 x převede nerovnici na y2 + y− 2 = 0. Kvadratická rovnice
y2 + y − 2 = 0 má kořeny 1 a −2. Nerovnici můžeme psát ve tvaru (y − 1)(y + 2) = 0
a jejı́m řešenı́m jsou všechna y 5 −2 a všechna y = 1. Řešenı́m původnı́ nerovnice
jsou tedy všechna x, pro něž log2 x 5 −2, a všechna x, pro něž log2 x = 1, tj. všechna
0 < x 5 1

4 a všechna x = 2.

K3. Sestrojte trojúhelnı́k ABC, je-li dáno c, γ, va.

Řešení: Nejprve vyřešı́me dva jednoduché speciálnı́ přı́pady:
(1) Je-li va = c, je výška va zároveň odvěsnou AB pravoúhlého trojúhelnı́ku ABC
s pravým úhlem při vrcholu B, který snadno sestrojı́me. V tomto přı́padě má úloha
řešenı́, právě když γ < π

2 , a to jediné.
(2) Je-li γ = π

2 , je výška va zároveň odvěsnou AC pravoúhlého trojúhelnı́ku ABC
s pravým úhlem při vrcholu C, který snadno sestrojı́me. V tomto přı́padě má úloha
řešenı́, právě když c > va, a to jediné.
Ještě si uvědomme, že pokud va > c, úloha nemá řešenı́. Nadále budeme předpokládat,
že va < c a γ 6= π

2 .
Sestrojı́me úhel XCY velikosti γ. S ramenem CX vedeme rovnoběžku ve vzdálenosti
va tak, aby protla rameno CY – průsečı́k bude vrchol A. Vrchol B pak dostaneme jako
průsečı́k kružnice (A, c) s ramenem CX (obr. 36).
Řešitelnost úlohy a počet řešenı́ závisı́ na vzájemné poloze kružnice (A, c) a polopřı́mky
CX . V přı́padě γ < π

2 má úloha 2 řešenı́ pro va < c < |AC| (obr. 37a) a 1 řešenı́ pro
c = |AC| (obr. 36). V přı́padě γ > π

2 má úloha 1 řešenı́ pro c > |AC| a jinak řešenı́
nemá.
Poznámka: Vzhledem k tomu, že |AC| = va

sin γ
, můžeme pro γ < π

2 podmı́nky řešitelnosti

vyjádřit pomocı́ daných veličin takto:

pro va < c <
va

sin γ
má úloha 2 řešenı́, pro c =

va

sin γ
má úloha 1 řešenı́.
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Obr. 36

Pro γ > π
2 má úloha jediné řešenı́ pro c >

va

sin γ
a jinak řešenı́ nemá.

(a) (b)

Obr. 37

Jiné řešení: Sestrojı́me úsečku AB velikosti c. Patu P výšky va zı́skáme jako průsečı́k
Thaletovy kružnice nad průměrem AB s kružnicı́ (A, va). Dále sestrojı́me dva oblouky
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o1, o2, z nichž je úsečka AB vidět pod úhlem γ. Vrchol C bude společným bodem přı́mky
BP s těmito oblouky (obr. 37b).
Řešitelnost úlohy a počet řešenı́ závisı́ na vzájemné poloze přı́mky BP s dvojicı́ oblouků
o1, o2.

K4. Je dána krychle s hranou a. Vypočı́tejte povrch a objem čtyřbokého jehlanu, jehož
podstavou je jedna stěna krychle a vrchol ležı́ ve středu jedné hrany jejı́ protilehlé stěny.

Řešení: Jehlan má objem a3

3 .
Jeho povrch se skládá z pěti stěn (obr. 38):
– čtvercové podstavy ABCD (obsah a2)

– pravoúhlého trojúhelnı́ku BCV s odvěsnami a,
√

a2 + (a2)
2 = a ·

√
5
2 (obsah a2 ·

√
5
4 )

– pravoúhlého trojúhelnı́ku ADV (obsah a2 ·
√
5
4 )

– rovnoramenného trojúhelnı́ku DCV (obsah a2

2 )

– rovnoramenného trojúhelnı́ku ABV se základnou a a výškou a
√
2 (obsah a2

√
2
2 )

Povrch jehlanu je a2

2 (3 +
√
2 +

√
5).

Obr. 38
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Varianta L, zadání s řešeními

L1. Za kolik minut po 4. hodině se hodinová a minutová ručička poprvé překryjı́?

Řešení: Ve 4 hodiny svı́rajı́ ručičky úhel 120◦. Otočı́-li se hodinová ručička o úhel α,
minutová se otočı́ o úhel 12α. Ručičky pak budou svı́rat úhel (120◦ + α)− 12α =
= 120◦−11α. Tato odchylka nabude poprvé hodnoty 0◦ pro α = 120

11
◦. Hodinová ručička

se za 1 minutu otočı́ o 360◦

12·60 =
1
2
◦, takže o 1◦ se otočı́ za 2 minuty a o 12011

◦ za 24011 minuty.

L2. Určete průsečı́ky grafu funkce f(x) = 2− log2
∣∣∣x2+3x−28

x+7

∣∣∣ s osami souřadnic.

Řešení: Daná funkce je definována pro ta x, pro něž x 6= −7 a
x2 + 3x− 28

x+ 7
6= 0.

Vzhledem k tomu, že x2+3x− 28 = (x− 4)(x+7), je definována pro x 6= 4 a x 6= −7
a je f(x) = 2 − log2 |x − 4|. Osu x protne jejı́ graf v bodech [x, 0], kde f(x) = 0, tj.
log2 |x − 4| = 2, tj. |x − 4| = 22, tj. x = 8 a x = 0. Osu x graf protı́ná ve dvou bodech
[8, 0] a [0, 0].
Osu y protne graf funkce f v bodech [0, y], kde y = f(0), tj.

y = 2− log2 | − 4| = 2− log2 4 = 2− 2 = 0.

Osu y graf protı́ná v jediném bodě [0, 0].

L3. Sestrojte lichoběžnı́k KLMN , jsou-li dány úhly α, β při základně KL, délka ramene
LM (|LM | = l) a délka s střednı́ přı́čky lichoběžnı́ku KLMN .

Řešení: Nejprve sestrojı́me lichoběžnı́k STMN , v němž je délka základny |ST | = s,
délka ramene |MT | = l

2 a úhly při základně ST jsou α, β. Pak ho doplnı́me na lichoběžnı́k
KLMN .
Úloha má řešenı́, právě když α+β 6= π (to bychom dostali rovnoběžnı́k) a |MT | < |V T |,
a to jediné (obr. 39).
Poznámka: Předpokládejme, že α+ β < π. Podle sinové věty je

|V T |
|ST |

=
sinα

sin(π − (α+ β))
=

sinα

sin(α+ β)
.

Nutná a postačujı́cı́ podmı́nka řešitelnosti je v tomto přı́padě

l · sin(α+ β)
2 sinα

< s (obr. 40).

V přı́padě α+ β > π dostaneme podmı́nku
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−l · sin(α+ β)
2 sinα

< s.

Obr. 39

Obr. 40

L4. Kulové ploše o poloměru r = 5 vepišme válec, jehož obsah pláště se rovná součtu
obsahů obou podstav. Vypočtěte povrch válce.
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Řešení: Uvažujme válec o poloměru podstavy ρ a výšce v. Rovnost obsahu jeho pláště a
součtu obsahů jeho podstav znamená 2πρv = 2πρ2, odkud ρ = v.
Je-li do koule o poloměru r vepsán válec o poloměru ρ a výšce v, je podle Pythagorovy
věty (obr. 41) 4ρ2 + v2 = 4r2, v našem přı́padě 5ρ2 = 4r2, odkud ρ = v = 2√

5
r.

Válec má povrch 4πρ2 = 16
5 πr2.

Obr. 41
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Varianta M, zadání s řešeními

M1. Nakreslete graf funkce f(x) = x(|x+ 4| − |x− 4|).

Řešení: Pro x 5 −4 je f(x) = x((−x− 4)− (−x+ 4)) = −8x,
pro −4 5 x 5 4 je f(x) = x((x+ 4)− (−x+ 4)) = 2x2,
pro x = 4 je f(x) = x((x+ 4)− (x− 4)) = 8x.
Graf funkce f je tedy složen z částı́ grafů těchto třı́ funkcı́ (obr. 42).

Obr. 42

M2. Řešte rovnici cos 15◦ sin 3x− sin 165◦ cos 3x = −
√
2
2 .

Řešení: Podle známých vzorců je sin 165◦ = sin(180◦ − 165◦) = sin 15◦,
cos 15◦ sin 3x−sin 165◦ cos 3x = cos 15◦ sin 3x−sin 15◦ cos 3x = sin(3x−15◦). Řešı́me
tedy rovnici sin(3x− 15◦) = −

√
2
2 .
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Postupně dostáváme

3x− 15◦ = 225◦ + k · 360◦ nebo 3x− 15◦ = 315◦ + k · 360◦,
3x = 240◦ + k · 360◦ nebo 3x = 330◦ + k · 360◦,
x = 80◦ + k · 120◦ nebo x = 110◦ + k · 120◦, kde k je libovolné celé čı́slo.

M3. Součin 9. a 16. členu geometrické posloupnosti je 2. Určete součin prvnı́ch 24 členů
této posloupnosti.

Řešení: Označme n-tý člen posloupnosti an a jejı́ kvocient q. Je dáno, že

a9 · a16 = a1q
8 · a1q15 = a21q

23 = 2.

Odtud dostaneme

a1a2a3 . . . a24 = a241 q1+2+···+23 = a241 q
23·24
2 = (a21q

23)12 = 212.

M4. Čtyřúhelnı́k ABCD je vepsán do kružnice. Určete velikost úsečky AE, je-li (obr. 43)

|CD| = 7, |DE| = 3, |AB| = 11.

Obr. 43

Řešení: Trojúhelnı́ky ABE, DCE jsou podobné, nebot’|∠BAE| = |∠BAC| = |∠BDC| =
= |∠EDC| (obvodové úhly k tětivě BC) a |∠AEB| = |∠DEC|. Je tedy |AB|

|AE| =
|CD|
|DE| a

odtud

|AE| = |AB| · |DE|
|CD|

=
11 · 3
7
=
33
7

.
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Varianta N, zadání s řešeními

N1. Nakreslete graf funkce y = sin 2|x+ π
4 | pro x ∈ 〈−2π, 2π〉.

Řešení: (Obr. 44.) Vyjdeme z grafu funkce y = sin x. Posunutı́m o π
4 ve směru osy x

(doleva) zı́skáme graf funkce y = sin(x+ π
4 ). S nı́m se pro x = −π

4 shoduje graf funkce
y = sin |x + π

4 | a pro x < −π
4 ho doplnı́me souměrně podle osy x = −π

4 . Konečně graf
funkce y = sin 2|x+ π

4 | z něho vznikne „dvojnásobným zahuštěnı́m“.

Obr. 44

N2. Uvažujme všechny trojúhelnı́ky, které majı́ všechny vrcholy ve vrcholech daného
pravidelného desetiúhelnı́ku. Kolik procent z těchto trojúhelnı́ků je tupoúhlých?

Řešení: Daný pravidelný desetiúhelnı́k označme A1A2 . . . A10. Úhlopřı́čka A1Ak vyme-
zuje dvě poloroviny: v jedné majı́ obvodové úhly A1AjAk stejnou velikost α, ve druhé
stejnou velikost π − α. Nad úhlopřı́čkou A1A6 jsou všechny obvodové úhly pravé, nad
úhlopřı́čkami A1A3 a A1A9 jeden tupý, nad A1A4 a A1A8 dva tupé, nad A1A5 a A1A7 tři
tupé. Celkem tedy 12 tupoúhlých trojúhelnı́ků obsahuje (jako nejdelšı́ stranu) některou
z úhlopřı́ček A1Ak. To platı́ pro každý z vrcholů A1, . . . , A10, takže tupoúhlých troj-
úhelnı́ků je celkem 10·12

2 = 60. Všech trojúhelnı́ků je
(10
3

)
= 120, tedy tupoúhlých je

50%.

N3. Určete všechny hodnoty parametru a, pro něž funkce

f(x) = (a+ 1)x2 − 3ax+ 4a

nenabývá hodnoty f(x) = 1 pro žádné x.
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Řešení: Podmı́nka je splněna, právě když kvadratická rovnice

(a+ 1)x2 − 3ax+ 4a− 1 = 0

nemá řešenı́, tj. právě když jejı́ diskriminant je záporný, tj.

9a2 − 4(a+ 1)(4a− 1) = −7a2 − 12a+ 4 = −7(a+ 2)(a− 2
7
) < 0,

tj. pro a 6∈
〈
−2, 27

〉
.

Ještě zbývá prozkoumat přı́pad a = −1, kdy rovnice nenı́ kvadratická. Jde o rovnici
3x− 5 = 0, která má řešenı́ a f pro toto a hodnoty 1 nabývá.
Funkce f nenabývá hodnoty 1 pro a < −2 a pro a > 2

7 .

N4. V kvádru ABCDA′B′C ′D′ je při obvyklém značenı́ |∠ABA′| = 30◦, |∠CBC ′| =
= 45◦. Vypočtěte cos |∠A′BC ′|.

Řešení: (Obr. 45.) Označme |AA′| = a. V pravoúhlém trojúhelnı́ku ABA′ pak bude

|A′B| = a

sin 30◦
= 2a

a v pravoúhlém trojúhelnı́ku BCC ′ bude |BC ′| = a
√
2. Stěny ABB′A′, A′B′C ′D′ jsou

shodné, takže |A′C ′| = |A′B| = 2a. Trojúhelnı́k A′BC ′ je rovnoramenný se základnou
|BC ′| = a

√
2 a rameny |A′B| = |A′C ′| = 2a, odtud

cosϕ =
a
√
2
2

2a
=

√
2
4

.

Obr. 45
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Varianta O, zadání s řešeními

O1. Určete všechny hodnoty parametru a, pro něž funkce f(x) = (1−a2)x2+2(1+a)x
nabývá hodnoty f(x) = 2 právě pro jedno x.

Řešení: Podmı́nka je splněna, právě když rovnice (1 − a2)x2 + 2(1 + a)x − 2 = 0 má
jediný kořen. Pro a = −1 má rovnice tvar −2 = 0 a nemá řešenı́. Pro a = 1 má rovnice
tvar 4x− 2 = 0 a má jediný kořen.
Pro a 6= 1, a 6= −1 jde o kvadratickou rovnici s diskriminantem 4(1+a)2+8(1−a2) =
= 4(1 + a)(3− a), který je roven 0 pro a = 3 (a = −1 nevyhovuje).
Podmı́nka je splněna pro a = 1 a pro a = 3.

O2. V podniku pracuje 200 dělnı́ků. Vedenı́ podniku hodlá zvýšit výrobu o 32%. Za-
vedenı́m nové technologie se zvýšı́ výkonnost dělnı́ků o 10%. Kolik dělnı́ků bude třeba
ještě přijmout?

Řešení: Starou technologiı́ by zvýšenou výrobu zajistilo 200 · 1, 32 dělnı́ků, novou tech-
nologiı́ 200·1,321,1 = 240 dělnı́ků. Je třeba přijmout dalšı́ch 40 dělnı́ků.

O3. Délky stran pravoúhlého trojúhelnı́ku označme a, b, c tak, aby a < b < c, délku
výšky na přeponu v. Dokažte, že trojúhelnı́k, jehož strany majı́ délku b − a, v, c − v, je
pravoúhlý.

Řešení: Podle Pythagorovy věty je c2 = a2+b2. Dále je ab = cv (z dvojnásobného obsahu
nebo z podobných trojúhelnı́ků). Je tedy (b−a)2+v2 = b2−2ab+a2+v2 = c2−2cv+v2 =
= (c− v)2.

O4. Nakreslete graf funkce y = |3|4−x| − 9|.

Řešení: (Obr. 46.) Vyjdeme z grafu funkce y = 3x. Posunutı́m o 4 ve směru osy x
doprava z něho dostaneme graf funkce y = 3x−4. Graf funkce y = 3|4−x| se s nı́m pro
x = 4 shoduje, pro x < 4 ho dostaneme překlopenı́m podle přı́mky x = 4. Graf funkce
y = 3|4−x| − 9 dostaneme z grafu funkce y = 3|4−x| posunutı́m o 9 ve směru osy y
dolů. Konečně graf funkce y = |3|4−x| − 9| vznikne překlopenı́m té části grafu funkce
y = 3|4−x| − 9, která je pod osou x, nad osu x.
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Obr. 46
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Varianta P, zadání s řešeními

P1. Najděte všechna reálná čı́sla x, pro která platı́:
√
1 + x+

√
1− x√

1 + x−
√
1− x

+

√
1 + x−

√
1− x√

1 + x+
√
1− x

= 4x.

Řešení: Výraz na levé straně má smysl, právě když současně 1 + x = 0, 1 − x = 0,
1 + x 6= 1− x, tj. pro x ∈ 〈−1, 0) ∪ (0, 1〉.
Upravme ho:

√
1 + x+

√
1− x√

1 + x−
√
1− x

+

√
1 + x−

√
1− x√

1 + x+
√
1− x

=

=
(
√
1 + x+

√
1− x)2 + (

√
1 + x−

√
1− x)2

(
√
1 + x)2 − (

√
1− x)2

=
2(1 + x) + 2(1− x)
(1 + x)− (1− x)

=
2
x

Rovnice
2
x
= 4x má řešenı́ x1 = 1√

2
, x2 = − 1√

2
a ta jsou řešenı́m zadané rovnice.

P2. Najděte všechna přirozená čı́sla n < 100, pro která je čı́slo n2+3n−28 dělitelné 37.

Řešení: Kvadratická rovnice n2+3n−28 = 0má kořeny 4 a−7, je tedy n2+3n−28 =
= (n+ 7)(n− 4). Protože 37 je prvočı́slo, je součin dvou čı́sel dělitelný 37, právě když
je 37 dělitelný některý z činitelů. Pro n < 100 je n + 7 dělitelné 37 pro n = 30 a pro
n = 67, n− 4 je dělitelné 37 pro n = 41 a pro n = 78.

P3. Sestrojte graf funkce f : y = |||x| − 1| − 1| a pak řešte rovnici |||x| − 1| − 1| = 1
2 .

Řešení: Postupně odstranı́me absolutnı́ hodnoty.
Pro x = 0 je |x| = x, takže y = ||x− 1| − 1|.
Pro x = 1 je |x− 1| = x− 1, takže y = |x− 1− 1| = |x− 2|.
Pro x = 2 je |x− 2| = x− 2, takže y = x− 2.
Pro x < 2 je |x− 2| = 2− x, takže pro 1 5 x < 2 je y = 2− x.
Pro x < 1 je |x− 1| = 1− x, takže pro 0 5 x < 1 je y = |1− x− 1| = | − x| = x.
Tak jsme pro každé x = 0 vyjádřili danou funkci bez absolutnı́ch hodnot a snadno
sestrojı́me jejı́ graf, který je v oboru x = 0 složen z částı́ grafů funkcı́ y = x, y = x− 2
a y = 2− x (obr. 47).
Podobně bychom mohli odstranit absolutnı́ hodnoty pro x < 0, stačı́ si však všimnout,
že f(−x) = f(x), takže graf je souměrný podle osy y.
Řešenı́ rovnice f(x) = 1

2 dostaneme jako x-ové souřadnice průsečı́ků grafu s přı́mkou
y = 1

2 . Jsou to −52 , −
3
2 , −

1
2 ,
1
2 ,
3
2 ,
5
2 .
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Obr. 47

Jiné řešení: (Obr. 48 a 49.) Vyjdeme z grafu funkce y = |x| a postupně sestrojujeme grafy
funkcı́ y = |x| − 1, y = ||x| − 1|, y = ||x| − 1| − 1 a y = |||x| − 1| − 1|.

Obr. 48
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Obr. 49

P4. Je dána krychle a na jejı́ch hranách body P , Q, R. Na obr. 50 je sı́t’ této krychle.
Vyznačte v sı́ti řez krychle rovinou PQR.

Obr. 50
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Řešení: Označme odpovı́dajı́cı́ si vrcholy na krychli a v sı́ti a vyznačme na krychli dané
body P , Q, R (obr. 51a, b).

(a) (b)

(c) (d)

Obr. 51

Bod R ležı́ na hraně, tedy ve dvou stěnách, bod Q ve vrcholu, tedy ve třech stěnách, proto
se budou na sı́ti vyskytovat ve dvou, resp. třech čtvercı́ch. Na krychli sestrojı́me řez (obr.
51c) a přeneseme ho do sı́tě (obr. 51d).
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Varianta Q, zadání s řešeními

Q1. V krychli ABCDEFGH (obvyklé značenı́) protněme úhlopřı́čku DF přı́mkou
vedenou k nı́ kolmo vrcholem B. Vyznačte v obrázku krychle průsečı́k P těchto přı́mek.

Řešení: (Obr. 52.) V obdélnı́ku DBFH je |DB|
|BF | =

√
2. Z podobných trojúhelnı́ků DPB,

DBF , BPF máme |DP |
|PB| =

|DB|
|BF | a |PF |

|PB| =
|BF |
|BD| , odkud |DP |

|PF | =
|DB|2
|BF |2 = 2.

Obr. 52

Bod P tedy dělı́ úhlopřı́čku DF v poměru 2 : 1 a snadno ho do obrázku krychle doplnı́me.

Q2. V množině reálných čı́sel řešte rovnici 2 cotg 2x+ 4 sin2 x = 7.

Řešení: Využijeme vztahů cotg x =
cosx
sin x

a sin2 x + cos2 x = 1 a rovnici upravı́me na

tvar 4 sin4 x − 9 sin2 x + 2 = 0. Substitucı́ y = sin2 x ji převedeme na kvadratickou
rovnici 4y2 − 9y + 2 = 0, která má kořeny y1 = 2, y2 = 1

4 . Ke kořenu y1 neexistuje
žádné x, pro něž by sin2 x = 2, nebot’ sin2 x 5 1 pro každé x. Ke kořenu y2 najdeme
v intervalu 〈0, 2π) čtyři hodnoty x, pro něž sin x = 1

2 nebo sin x = −12; jsou to π
6 ,
5π
6 , 7π6 ,

11π
6 . Dalšı́ řešenı́ se od nich lišı́ o násobky 2π. Řešenı́ dané rovnice jsou čı́sla π

6 ,
5π
6 a dalšı́

čı́sla lišı́cı́ se od nich o násobky π.

Q3. Najděte všechny dvojice reálných čı́sel x, y, pro které platı́

x(x+ y)
x2 + y2

+
y(x+ y)3

x4 − y4
= 1.
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Řešení: Upravı́me levou stranu, která má smysl, pokud x 6= y, x 6= −y:

x(x+ y)
x2 + y2

+
y(x+ y)3

x4 − y4
=
(x+ y)(x3 + y3 + xy2 + x2y)

x4 − y4
=

=
(x+ y)(x(x2 + y2) + y(x2 + y2))

x4 − y4
=
(x+ y)2(x2 + y2)

x4 − y4
=

=
(x+ y)2

x2 − y2
=

x+ y

x− y

Poslednı́ zlomek je roven 1 právě pro ty dvojice x, y, pro které y = 0, x 6= 0.

Q4. Doplňte chybějı́cı́ čı́slice X , Y tak, aby čı́slo 24X92Y 12 bylo dělitelné 72.

Řešení: Čı́slo je dělitelné 72, právě když je současně dělitelné 8 a 9. Čı́slo je dělitelné 8,
právě když poslednı́ trojčı́slı́ je dělitelné 8, v našem přı́padě když Y je lichá čı́slice.
Čı́slo je dělitelné 9, právě když součet jeho čı́slic je dělitelný 9, v našem přı́padě když
X + Y = 7 nebo X + Y = 16. Řešenı́m jsou následujı́cı́ dvojice (Y,X): (1, 6), (3, 4),
(5, 2), (7, 0), (7, 9), (9, 7).
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Varianta R, zadání s řešeními

R1. Je dána funkce
f : y = kx2 + (3k − 2)x+ k − 2, kde k je reálný parametr.

(a) Zvolte k = 1 a pro tuto hodnotu sestrojte graf funkce f .
(b) Určete všechny hodnoty parametru k, pro něž platı́ f (0) · f (−2) < 0.
(c) Určete všechny hodnoty parametru k, pro něž je x1 = 0 kořenem rovnice f (x) = 0.
Pro tyto hodnoty k určete druhý kořen rovnice f (x) = 0.

Řešení: (a) Pro k = 1 pro předpis funkce f platı́ y = x2 + x − 1 = (x + 12)
2 − 5

4 . Graf
funkce f je parabola na obr. 53.

Obr. 53

(b) Je f(0) = k − 2, f(−2) = −k + 2, hledáme tedy všechna k, pro něž je

(k − 2)(−k + 2) < 0, neboli
(k − 2)2 > 0.

Řešenı́m této nerovnice jsou všechna k 6= 2.
(c) Rovnice f(0) = 0, tj. k − 2 = 0, má řešenı́ k = 2. Pro k = 2 řešı́me rovnici
2x2 + 4x = 0, která má kromě řešenı́ x1 = 0 druhý kořen x2 = −2.
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R2. Určete počet všech osmipı́smenných slov, která lze vytvořit záměnou pı́smen slova
ARMATURA a která začı́najı́ i končı́ samohláskou. Slova nemusı́ mı́t žádný skutečný
význam.

Řešení: Hledaná osmipı́smenná slova jsou třı́ typů: prvnı́ typ je A. . . . . . A, kde je 6!
2

možnostı́; druhý typ je A. . . . . . U, kde je 6!
2·2 možnostı́; třetı́ typ je U. . . . . . A, kde je 6!

2·2
možnostı́.
Celkem je 6!2 + 2 ·

6!
2·2 = 720 možnostı́ jak vytvořit požadovaná slova.

R3. Je dána krychle ABCDEFGH a platı́ |AB| = a. Určete všechny roviny, které majı́
tyto vlastnosti: obsahujı́ tělesovou úhlopřı́čku AG krychle a jejich průnikem s krychlı́ je
kosočtverec. Průnik znázorněte na obrázku (pro každou rovinu zvlášt’). V každém přı́padě
vypočtěte obsah tohoto kosočtverce.

Řešení: Jedna úhlopřı́čka kosočtverce je úsečka AG. Úhlopřı́čky kosočtverce jsou na sebe
kolmé, proto jeho vrcholy K, L ležı́ v rovině kolmé k přı́mce AG a procházejı́cı́ středem
krychle. Tato rovina procházı́ středy šesti hran BC, CD, DH , HE, EF , FB. Existujı́
tedy tři dvojice bodů K, L (obr. 54 a 55). Ve všech třech přı́padech je

|AG| =a
√
3, |KL| = a

√
2,

|AKGL| =1
2
· |AG| · |KL| =

√
6
2

a2.

Obr. 54
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GH
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a

a

A B

D

E
F

C

GH

K

L a

a
a

Obr. 55

Jiné řešení: Každý řez krychle rovinou obsahujı́cı́ úhlopřı́čku AG je zřejmě rovnoběžnı́k.
Dalšı́ dva jeho vrcholy K, L přitom ležı́ na některé z dvojic rovnoběžných hran CD a
EF , BC a EH , nebo BF a DH . Kosočtverce budou mezi nimi ty, které majı́ stejně
dlouhé strany. To nastane, právě když budou vrcholy K, L ležet ve středech přı́slušných
hran. Dále řešenı́ pokračuje stejně, jako je uvedeno výše.
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R4. Určete všechny hodnoty x, pro které platı́

cos 2x 5 sin x.

Řešení: Postupně provádı́me ekvivalentnı́ úpravy nerovnice:

cos 2x 5 sin x

cos2 x− sin2 x 5 sin x

2 sin2 x+ sinx− 1 = 0

sin2 x+
1
2
sin x− 1

2
= 0

(sinx+ 1)(sin x− 1
2
) = 0

Dané nerovnici vyhovujı́ právě ta x, pro něž sin x 5 −1, a ta x, pro něž sin x = 1
2 , tj.

x = 3
2π + 2kπ a x ∈

〈
π
6 + 2kπ, 56π + 2kπ

〉
, kde k je celé čı́slo.

Grafické řešení pro interval 〈0, 2π〉 je patrné z obr. 56.

Obr. 56
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Varianta S, zadání s řešeními

S1. Je dána funkce
f : y = x2 + 2 (2k − 1)x− 3k + 1, kde k je reálný parametr.

(a) Zvolte k = 1 a pro tuto hodnotu sestrojte graf funkce f .
(b) Určete všechny hodnoty parametru k, pro něž má rovnice f (x) = 0 dva různé reálné
kořeny.
(c) Určete všechny hodnoty parametru k, pro něž se graf funkce f dotýká osy x.

Řešení: (a) Pro k = 1 pro předpis funkce f platı́ y = x2 + 2x − 2 = (x + 1)2 − 3. Graf
funkce f je parabola na obr. 57.

Obr. 57

(b) Kvadratická rovnice x2+2(2k−1)x−3k+1 = 0má dva různé reálné kořeny, právě
když jejı́ diskriminant je kladný, tj. když platı́

4(2k − 1)2 − 4(−3k + 1) > 0, neboli
4k2 − k > 0, neboli

k(4k − 1) > 0.

Řešenı́m této nerovnice jsou všechna k < 0 a všechna k > 1
4 .

(c) Graf funkce f se dotýká osy x, právě když pro diskriminant rovnice
x2 + 2(2k − 1)x− 3k + 1 = 0 platı́ 4(2k − 1)2 − 4(−3k + 1) = 0, neboli 4k2 − k = 0.
Kořeny této rovnice jsou k = 0 a k = 1

4 .
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S2. Rychlı́ková souprava bude tvořena ze dvou nerozlišitelných zavazadlových vozů,
jednoho jı́delnı́ho vozu, třı́ nerozlišitelných lůžkových vozů a dvou nerozlišitelných lehát-
kových vozů. Kolik různých typů souprav lze sestavit, má-li být prvnı́ bud’zavazadlový
vůz, nebo jı́delnı́ vůz?

Řešení: Je-li prvnı́ zavazadlový vůz, je 7!
3!·2 možnostı́. Je-li prvnı́ jı́delnı́ vůz, je 7!

2·3!·2
možnostı́.
Celkem je 7!

3!·2 +
7!
2·3!·2 = 630 možnostı́ jak vytvořit rychlı́kovou soupravu.

S3. Je dána krychle ABCDEFGH a platı́ |AB| = a. Určete všechny roviny, které majı́
tyto vlastnosti: obsahujı́ úsečku KL, kde K je střed stěny ABCD a L je střed stěny
BCGF krychle, a jejich průnikem s krychlı́ je rovnostranný trojúhelnı́k. Průnik znázor-
něte na obrázku (pro každou rovinu zvlášt’). V každém přı́padě vypočtěte obsah tohoto
rovnostranného trojúhelnı́ku.

Řešení: Body K, L jsou středy stran rovnostranného trojúhelnı́ku, nebot’ to jsou středy
stěn krychle. Úsečka KL je tedy střednı́ přı́čkou rovnostranného trojúhelnı́ku, proto jeho
strana má délku rovnu délce stěnové úhlopřı́čky krychle, takže to je stěnová úhlopřı́čka
krychle. Existujı́ dvě stěnové úhlopřı́čky krychle rovnoběžné s KL (obr. 58). V obou
přı́padech je

|GD| = |AF | = a
√
2

|BGD| = |ACF | = 1
2
· |AC| ·

√
3
2
|AC| =

√
3
2

a2.

Obr. 58
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S4. Určete všechny hodnoty x, pro které platı́
√
5 sinx+ cos 2x+ 2 cos x = 0.

Řešení: Rovnici postupně upravujeme:
√
5 sin x+ cos 2x+ 2 cosx = 0

5 sin x+ cos 2x = 4 cos2 x

5 sin x+ cos2 x− sin2 x = 4 cos2 x
5 sin x− 3 cos2 x− sin2 x = 0
2 sin2 x+ 5 sin x− 3 = 0

Odtud dostaneme
(sinx)1,2 =

−5± 7
4

.

Rovnici sin x = −3 nevyhovuje žádné x, rovnici sin x = 1
2 vyhovujı́ všechna x = π

6+2kπ

a všechna x = 5
6π + 2kπ, kde k je celé čı́slo.

Po provedenı́ zkoušky vyjde, že řešenı́m dané rovnice jsou pouze čı́sla x = 5
6π + 2kπ,

kde k je celé čı́slo.
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Varianta T, zadání s řešeními

T1. Určete nejmenšı́ a největšı́ hodnotu funkce f na intervalu 〈−3, 4〉, jestliže

f : y = |1− 2x| − |x+ 2|+ x.

Řešení: Extrémy funkce f určı́me z jejı́ho grafu. Interval 〈−3, 4〉 je dělı́cı́mi body rozdělen
na podintervaly, na nichž má funkce f tento předpis:

x ∈ 〈−3,−2〉 :y = 1− 2x+ x+ 2 + x = 3

x ∈
〈
−2, 1
2

〉
:y = 1− 2x− x− 2 + x = −2x− 1

x ∈
〈
1
2
, 4

〉
:y = 2x− 1− x− 2 + x = 2x− 3

Graf funkce f je na obr. 59. Nejmenšı́ hodnota této funkce je f(12) = −2, největšı́ hodnota
je f(4) = 5.

Obr. 59
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T2. Čı́slo 64 103 je pětimı́stné, je složené z různých čı́slic, nezačı́ná nulou, má čı́slici na
mı́stě jednotek o tři většı́ než čı́slici na mı́stě desı́tek a třikrát většı́ než čı́slici na mı́stě
stovek. Kolik je takových čı́sel?

Řešení: Pro poslednı́ trojčı́slı́ jsou tři možnosti: 103, 236, 369
(i) Čı́sla . . 103 mohou mı́t na mı́stě desetitisı́ců jednu ze sedmi čı́slic, na mı́stě tisı́ců
jednu z šesti čı́slic. Těchto čı́sel je tedy 7 · 6 = 42.
(ii) Analogicky čı́sel . . 236 je 6 · 6 = 36.
(iii) A čı́sel . . 369 je 6 · 6 = 36.
Hledaných čı́sel je celkem 42 + 36 + 36 = 114.

T3. V pravoúhlém trojúhelnı́ku ABC s pravým úhlem při vrcholu C je při obvyklém
značenı́ tg α = 3

4 a |S1S2| = 4 cm, kde S1 je střed strany AC a S2 je střed strany BC.
(a) Vypočtěte délku strany b.
(b) Zapište postup konstrukce trojúhelnı́ku ABC a trojúhelnı́k narýsujte.

Řešení: (a) Pro strany a, b, c trojúhelnı́ku ABC podle zadánı́ platı́ a
b =

3
4 a c = 8 cm.

Použitı́m Pythagorovy věty dostaneme 82 cm2 = (34b)
2 + b2, odkud b = 6, 4 cm.

Obr. 60
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(b) Postup konstrukce:
(i) S1S2, |S1S2| = 4 cm
(ii) Thaletova kružnice t nad průměrem S1S2
(iii) C, C ∈ t ∩ k(S1; 3.2 cm)
(iv) A, A ∈ CS1, |AS1| = |CS1|, A 6= C

(v) B, B ∈ CS2, |BS2| = |CS2|, B 6= C

Konstrukce trojúhelnı́ku je na obr. 60.

T4. Je dána kvadratická rovnice s parametrem k:
x2 − (k + 4)x− 6 = 0

Určete hodnotu parametru k tak, aby pro jejı́ kořeny x1, x2 platilo
6
x1
+ 6

x2
= 5.

Řešení: Kořeny dané rovnice jsou

x1,2 =
k + 4±

√
(k + 4)2 + 24
2

pro každé reálné čı́slo k.
Hledáme všechna reálná čı́sla k, pro něž platı́

6 · 2
k + 4 +

√
(k + 4)2 + 24

+
6 · 2

k + 4−
√
(k + 4)2 + 24

= 5.

Ekvivalentnı́mi úpravami dostaneme:

12 · 2 · (k + 4)
(k + 4)2 − (k + 4)2 − 24

=5

k + 4 =− 5
k =− 9

Snadno se přesvědčı́me, že kořeny x1 = 1, x2 = −6, které odpovı́dajı́ tomuto parametru,
danou podmı́nku skutečně splňujı́.
Jiné řešení: Podmı́nku upravı́me na tvar 6x1 +

6
x2
= 6(x1+x2)

x1x2
= 5. Podle Viétových vzorců

vyjadřujı́cı́ch koeficienty kvadratické rovnice pomocı́ kořenů je x1+x2 = k+4, x1x2 =
= −6. Po dosazenı́ dostane podmı́nka tvar 6(k+4)−6 = 5, odkud k = −9.
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Varianta OA

OAl. Najděte všechny hodnoty parametru p, pro něž má nerovnice

x2 + px+ 5 5 3x+ 4

(a) 0 řešenı́, (b) právě l řešenı́, (c) právě 2 řešenı́, (d) vı́ce než 2 řešenı́.

OA2. V pravoúhlém trojúhelnı́ku ABC označme E patu výšky na přeponu AB. Vyjádřete
délku d úsečky BE pomocı́ délek odvěsen a = |BC|, b = |AC|. Jakých hodnot může d
nabývat, je-li a = 1, b 5 a?

OA3. Nakreslete graf funkce y =
| sin x|
cos x

2

v intervalu 〈0, 4π〉.

OA4. V obrázku krychle ABCDEFGH (standardnı́ značenı́) vyznačte bod R společný
třem rovinám ACH , BDF , ABE.
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Varianta OB

OB1. Najděte všechna reálná čı́sla x, pro která platı́√
4x− 2

√
x+ 1 =

√
2x+

√
x+ 1.

OB2. Nakreslete graf funkce y =
1

3|x| − 2
.

OB3. Uvažujme kvádr se čtvercovou podstavou a s celočı́selnými velikostmi hran (v cm).
Prodloužı́me-li jednu hranu o třetinu jejı́ délky a jednu hranu o třetinu zkrátı́me, zmenšı́
se jeho objem o 150 cm3. Určete původnı́ rozměry kvádru.

OB4. Do dvou krychlı́ na obr. 61 doplňte pı́smena R tak, aby jejich poloha souhlasila se
sı́tı́.

Obr. 61
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Varianta OC

OC1. Kružnici obı́hajı́ rovnoměrně a v opačném smyslu body B a b. Bod B ji oběhne za
T sekund, bod b za t sekund (T > t). Na počátku jsou body B, b ve stejné poloze. Za jak
dlouho se přı́ště opět setkajı́?

OC2. Kolik pěticiferných čı́sel, která začı́najı́ i končı́ čtyřkou, je dělitelných šesti?

OC3. Určete v závislosti na hodnotě parametru p, kolik řešenı́ v oboru reálných čı́sel má
rovnice

(p+ 2)x2 + (1− p)x+ 1 = 0.

OC4. Uvažujme pravidelný šestiboký kolmý hranol ABCDEFA′B′C ′D′E ′F ′, |AB| =
= |AA′| = 1. Vypočtěte povrch a objem trojbokého jehlanu ACC ′E ′.
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Varianta OD

OD1. V obrázku krychle ABCDEFGH (standardnı́ značenı́) vyznačte průsečı́k P
úhlopřı́čky EC s rovinou BDG.

OD2. Najděte všechna reálná čı́sla x, 0 5 x 5 2π, pro která platı́

1
cosx

= 2
√
2 sin x.

OD3. Označme S průsečı́k úhlopřı́ček lichoběžnı́ku ABCD s obsahem 1. Vyjádřete
obsah P trojúhelnı́ku CDS pomocı́ délek základen a = |AB|, b = |CD|. Jakých hodnot
může obsah P nabývat, je-li a > b?

OD4. Nakreslete graf funkce

y =
|x2 − x− 6|

x+ 2
.
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Varianta OE

OE1. Kolik pěticiferných čı́sel dělitelných 36, v nichž se žádná čı́slice neopakuje, lze
sestavit z čı́slic 1, 2, 3, 4, 5, 6?

OE2. Do obr. 62 dokreslete řez krychle rovinou PQR. Obdobně, jako je tomu u bodů P ,
Q, R, vyznačte i u ostatnı́ch průsečı́ků hran s rovinou řezu jejich vzdálenost od vrcholů
krychle.

Obr. 62

OE3. Kružnici opišme a vepišme pravidelný šestiúhelnı́k. Určete poměr obsahů těchto
šestiúhelnı́ků.

OE4. Je dáno reálné čı́slo p. Najděte všechna reálná čı́sla x, pro která platı́

|x| − p = x.

Určete závislost řešenı́ na parametru p.
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Varianta OF

OF1. Uvnitř trojúhelnı́ku ABC zvolme bod X a sestrojme jeho obraz Xa (Xb, Xc)
v osové souměrnosti s osou BC (AC, AB). Určete polohu bodu X tak, aby obsah
šestiúhelnı́ku AXcBXaCXb byl co největšı́.

OF2. Petr a Pavel majı́ dnes narozeniny. Dohromady je jim 24 let. Před několika lety byl
součin jejich věků 16. Kolik jim je dnes let?

OF3. Dané krychli opišme a vepišme kouli. Určete poměr objemů těchto koulı́.

OF4. Nakreslete graf funkce y = |x2 − 4|+ 3x.
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Varianta OG

OG1. Popište, jak sestrojı́te (kružı́tkem a pravı́tkem) čtverec, který má stejný obsah jako
daný trojúhelnı́k ABC.

OG2. Řešte rovnici (
√

a− 2)x2− 2x
√

a− 2+
√

a+2 = 0. Proved’te diskusi vzhledem
k parametru a.

OG3. Sečtěte všechna šesticiferná čı́sla, která začı́najı́ i končı́ šestkou.

OG4. Odřı́znutı́m vrcholu A′ dostaneme z krychle ABCDA′B′C ′D′ těleso TA′ (obr. 63).
Z něho stejným způsobem odřı́zneme vrchol C a dostaneme tak těleso TA′C . Vypočtěte
povrch a objem tělesa TA′C , je-li |AB| = 1.

Obr. 63
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Varianta OH

OH1. Najděte všechna celá čı́sla p, pro něž má rovnice px2 + px+ p+ 6x+ 3 = 0 dvě
různá reálná řešenı́.

OH2. V krychli ABCDEFGH je bod K střed hrany EH , bod L střed hrany BC, bod S
střed stěny ABFE a bod T střed stěny DCGH (obr. 64a). Čtyřúhelnı́k TKSL má obsah
10
√
2 cm2. Určete objem krychle.

OH3. Kolik šesticiferných čı́sel nenı́ dělitelných ani jednı́m z čı́sel 63 a 42?

OH4. Rovnoramenný trojúhelnı́k ABC rozdělte přı́čkou XY , X ∈ AC, Y ∈ BC,
rovnoběžnou se základnou AB tak, aby trojúhelnı́k CXY a lichoběžnı́k ABY X měly
stejné obsahy (obr. 64b). Vypočtěte délku x = |XY | pomocı́ délek základny c a výšky v,
graficky ji sestrojte a konstrukci popište.

(a) (b)

Obr. 64
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Varianta OI

OI1. V krychli ABCDEFGH je bod P střed

Obr. 65

hrany AE, bod Q je střed hrany CG. Dále K je
střed BQ, L je střed QH , M je střed HP a N je
střed PB (obr. 65). Určete obsah čtyřúhelnı́ku
KLMN , je-li délka hrany krychle 8 cm.

OI2. Je dána rovnice x2 − 8x+ s = 0. Určete
parametr s a druhé řešenı́ rovnice, jestliže vı́te,
že jedno řešenı́ rovnice je rovno 15.

OI3. Představte si, že na čtverečkovaném pa-
pı́ru je nakreslen obdélnı́k o rozměrech 48× 36
čtverečků. Strany obdélnı́ku ležı́ v linkách čtve-
rečkovaného papı́ru. Na kolik částı́ je jeho úh-
lopřı́čka rozdělena průsečı́ky s linkami?

OI4. Na obr. 66 je trojúhelnı́k ABC. Bod T
je jeho těžiště, bod A′ střed BC, bod K střed
C ′A′. Pro bod L platı́, že 3|CL| = |CC ′|. Obsah trojúhelnı́ku A′LC je roven 4. Určete
obsah trojúhelnı́ků ABC a BKC ′.

Obr. 66
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Varianta OJ

OJ1. Motocyklistovi trvá cesta za bezvětřı́ tb hodin, s větrem v zádech tz hodin. Jak
dlouho by mu trvala cesta proti větru?

OJ2. Řešte rovnici 10

x2 − px+ 12
3− x = 1 s parametrem p.

OJ3. Je dána přı́mka p a v jedné z polorovin, které určuje, body A, B. Sestrojte na
přı́mce p bod C tak, aby přı́mka AC byla osou úhlu, jehož jedno rameno je polopřı́mka
CB a druhé rameno ležı́ v přı́mce p.

OJ4. V uzavřené nádobě tvaru rotačnı́ho kužele s výškou v a poloměrem r je nalita voda.
Výška hladiny nade dnem je a. Do jaké výšky sahá hladina, převrátı́me-li nádobu dnem
vzhůru?
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Varianta OK

OK1. Dvě auta jedou po stejné silnici rychlostmi v1 km/h a v2 km/h. Kdyby jela stejným
směrem, setkala by se za t hodin. Za jak dlouho se setkajı́, když jedou proti sobě?

OK2. Řešte nerovnici:

log22 x− 3 log2 x+ 2 = 0

OK3. Sestrojte trojúhelnı́k ABC, je-li dáno a, va, vb.

OK4. Je dána krychle s hranou délky a a šest shodných pravidelných čtyřbokých jehlanů
s podstavnou hranou délky a. Nalepenı́m podstav jehlanů na stěny krychle vznikne těleso,
které má dvakrát většı́ povrch než původnı́ krychle. Určete výšku jehlanu.
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Varianta OL

OL1. Za kolik minut po 4. hodině budou hodinová a minutová ručička poprvé svı́rat
pravý úhel?

OL2. Určete průsečı́ky grafu funkce f(x) = 2−
∣∣∣log2 x2+3x−28

x+7

∣∣∣ s osami souřadnic.

OL3. Sestrojte lichoběžnı́k KLMN , jsou-li dány délky základen KL a MN a délky
úhlopřı́ček KM a LN .

OL4. Vypočtěte poměr objemů třı́ rotačnı́ch válců opsaných kvádru s rozměry a = 6 cm,
b = 4 cm, c = 8 cm (jeden ze zmı́něných válců je zobrazen na obr. 67).

Obr. 67
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Varianta OM

OM1. Nakreslete graf funkce f(x) = |x2 − 3x| − |x2 + 3x|.

OM2. Řešte rovnici tg (82◦ + x) + tg (8◦ − x) = 2.

OM3. Součet 9. a 16. členu aritmetické posloupnosti je 2. Určete součet prvnı́ch 24 členů
této posloupnosti.

OM4. Čtyřúhelnı́k ABCD je vepsán do kružnice. Určete velikost úsečky BC, je-li
(obr. 68)

|AD| = 7, |DE| = 3, |CE| = 5.

Obr. 68
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Varianta ON

ON1. Nakreslete graf funkce y = cos 2
(
|x|+ π

4

)
pro x ∈ 〈−2π, 2π〉.

ON2. Uvažujme všechny trojúhelnı́ky, které majı́ všechny vrcholy ve vrcholech daného
pravidelného dvacetiúhelnı́ku. Kolik procent z těchto trojúhelnı́ků je pravoúhlých?

ON3. Určete všechny hodnoty parametru a, pro něž funkce f(x) = (1−2a)x2+6ax−8a
nenabývá hodnoty f(x) = 1 pro žádné x.

ON4. V kvádru ABCDA′B′C ′D′ je při obvyklém značenı́ |∠AB′B| = 60◦, |∠BB′C| =
= 45◦. Vypočtěte cos |∠AB′C|.
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Varianta OO

OO1. Určete všechny hodnoty parametru a, pro něž funkce f(x) = (a2−1)x2+2(a−1)x
nabývá hodnoty f(x) = 2 právě pro jedno x.

OO2. Obchodnı́k před časem zdražil salám o 10%. O kolik procent ho nynı́ musı́ zlevnit,
aby se cena vrátila na původnı́ úroveň?

OO3. Délky stran pravoúhlého trojúhelnı́ku označme a, b, c tak, aby a 5 b < c, délku
výšky na přeponu v. Dokažte, že trojúhelnı́k, jehož strany majı́ délku v, a + b, c + v, je
pravoúhlý.

OO4. Nakreslete graf funkce
y = |2|x+3| − 5|.
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Varianta OP

OP1. Najděte všechna reálná čı́sla x, pro která platı́:
√
1 + x+

√
1− x√

1 + x−
√
1− x

−
√
1 + x−

√
1− x√

1 + x+
√
1− x

=

√
2

x
.

OP2. Najděte všechna přirozená čı́sla n < 100, pro která je čı́slo n2−5n−14 dělitelné 43.

OP3. Jsou dána reálná čı́sla a < b < c < d. Sestrojte graf funkce

y = |x− a|+ |x− b|+ |x− c|+ |x− d|.

OP4. Je dána krychle a na jejı́ch hranách body P , Q, R. Na obr. 69 je sı́t’ této krychle.
Vyznačte v sı́ti řez krychle rovinou PQR.

Obr. 69
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Varianta OQ

OQ1. V krychli ABCDEFGH (obvyklé značenı́) protněme úhlopřı́čku BH přı́mkou
vedenou k nı́ kolmo vrcholem F . Vyznačte v obrázku krychle průsečı́k P těchto přı́mek.

OQ2. V množině reálných čı́sel řešte rovnici

2tg2 x+ cos2 x = 1.

OQ3. Najděte všechny dvojice reálných čı́sel x, y, pro které platı́

x(x− y)
x2 + y2

− y(x− y)3

x4 − y4
= 1.

OQ4. Doplňte chybějı́cı́ čı́slice X , Y tak, aby čı́slo 124X92Y 5 bylo dělitelné 75.
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Varianta OR

OR1. Je dána funkce
f : y = kx2 − (k + 2) x+ k + 3, kde k je reálný parametr.

(a) Zvolte k = −1 a pro tuto hodnotu sestrojte graf funkce f .
(b) Určete všechny hodnoty parametru k, pro něž platı́ f(0)

f(−2) > 0.
(c) Určete všechny hodnoty parametru k, pro něž jsou x1 = −1, x2 = 1 kořeny rovnice
f (x) = 0.

OR2. Určete počet všech osmipı́smenných slov, která lze vytvořit záměnou pı́smen slova
COCACOLA a která začı́najı́ i končı́ souhláskou. Slova nemusı́ mı́t žádný skutečný
význam.

OR3. Je dána krychle ABCDEFGH a platı́ |AB| = a. Určete všechny roviny, které majı́
tyto vlastnosti: obsahujı́ úsečku KL, kde K je střed hrany AB a L je střed hrany GH krychle,
a jejich průnikem s krychlı́ je pravidelný šestiúhelnı́k. Průnik znázorněte na obrázku
(pro každou rovinu zvlášt’). V každém přı́padě vypočtěte obsah tohoto pravidelného
šestiúhelnı́ku.

OR4. Určete všechny hodnoty x, pro které platı́

cosx = sin 2x.
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Varianta OS

OS1. Je dána funkce
f : y = (k + 1) x2 + (k + 3) x− 4, kde k je reálný parametr.

(a) Zvolte k = 0 a pro tuto hodnotu sestrojte graf funkce f .
(b) Určete všechny hodnoty parametru k tak, aby pro všechna reálná x platilo f (−x) =
= f (x).
(c) Určete všechny hodnoty parametru k, pro něž se graf funkce f dotýká grafu funkce
y = −4.

OS2. Uchazeč o přijetı́ na VŠ musı́ úspěšně složit všechny čtyři zkoušky. Za každou
úspěšně vykonanou zkoušku zı́ská bud’2, nebo 3, nebo 4 body. Pro přijetı́ stačı́ dosáhnout
aspoň 13 bodů. Kolik různých „vysvědčenı́“ je možné takto vytvořit, aby byl uchazeč
přijat?

OS3. Je dána krychle ABCDEFGH a platı́ |AB| = a. Bod K je střed stěny ABFE a
L je střed stěny EFGH krychle. Určete na povrchu krychle množinu vrcholů M všech
rovnoramenných (nebo rovnostranných) trojúhelnı́ků KLM se základnou KL. Množinu
vrcholů M znázorněte na obrázku. Určete trojúhelnı́k KLM s nejmenšı́m obsahem a tento
obsah vypočtěte.

OS4. Určete všechny hodnoty x, pro které platı́√
1−

√
2 sin x+ 2 cosx = 0.
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Varianta OT

OT1. Určete nejmenšı́ a největšı́ hodnotu funkce f na intervalu 〈−3, 1〉, jestliže
f : y = ||1− 2x|+ 4x+ 1| − x.

OT2. Čı́sla 45 030 a 78 329 jsou pětimı́stná, nezačı́najı́ nulou, pravidelně se v nich střı́dajı́
sudé a liché čı́slice a čı́slice na mı́stě jednotek je v nich druhou mocninou čı́slice na mı́stě
stovek. Kolik je takových čı́sel?

OT3. V rovnoramenném trojúhelnı́ku ABC se základnou AB je při obvyklém značenı́
vb = 8, 8 cm a cos γ = 4

√
3
13 .

(a) Vypočtěte délku strany b.
(b) Zapište postup konstrukce trojúhelnı́ku ABC a trojúhelnı́k narýsujte.

OT4. Je dána kvadratická rovnice s parametrem k:

x2 − 2kx− k2 − 1 = 0

Určete hodnotu parametru k tak, aby pro jejı́ kořeny x1, x2 platilo

x21 + x22 ≤ 26.
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Varianta OA, zadání s řešeními

OAl. Najděte všechny hodnoty parametru p, pro něž má nerovnice

x2 + px+ 5 5 3x+ 4

(a) 0 řešenı́, (b) právě l řešenı́, (c) právě 2 řešenı́, (d) vı́ce než 2 řešenı́.

Řešení: Daná nerovnice je ekvivalentnı́ s nerovnicı́

x2 + (p− 3)x+ 1 5 0.

Kvadratický trojčlen na levé straně má diskriminant

D = (p− 3)2 − 4 = p2 − 6p+ 5 = (p− 1)(p− 5).
Znaménko diskriminantu rozhoduje o počtu řešenı́ přı́slušné kvadratické rovnice, tj.
o poloze grafu kvadratické funkce vzhledem k ose x, tedy i o počtu řešenı́ našı́ nerovnice.
Je-li D < 0, tj. p ∈ (1, 5), ležı́ celý graf nad osou x a nerovnice nemá řešenı́. Je-li D = 0,
tj. p = 1 nebo p = 5, dotýká se graf osy x v jediném bodě, který je jediným řešenı́m
nerovnice. Je-li D > 0, tj. p < 1 nebo p > 5, protı́ná graf osu x ve dvou bodech a
všechna x z intervalu vymezeného těmito body vyhovujı́ našı́ nerovnici. V tomto přı́padě
má tedy nerovnice nekonečně mnoho řešenı́. Právě dvě řešenı́ nemá daná nerovnice nikdy.

OA2. V pravoúhlém trojúhelnı́ku ABC označme E patu výšky na přeponu AB. Vyjádřete
délku d úsečky BE pomocı́ délek odvěsen a = |BC|, b = |AC|. Jakých hodnot může d
nabývat, je-li a = 1, b 5 a?

Řešení: Z podobnosti trojúhelnı́ků ABC a CBE a z Pythagorovy věty pro trojúhelnı́k

ABC (obr. 70) máme
d

a
=

a

c
=

a√
a2 + b2

a odtud

d =
a2√

a2 + b2
.

Z obr. 71 je zřejmé, že při neměnném a s rostoucı́m b klesá d. (V obr. 71 je
b = |AC| > |A′C| = b′ a d < |BX| < d′.)

Proto i funkce d(b) =
1√
1 + b2

pro b > 0 klesá.

Pro a = 1, b 5 a nabývá d všech hodnot z intervalu
〈√
2
2 , 1

)
.
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Obr. 70

Obr. 71

OA3. Nakreslete graf funkce y =
| sin x|
cos x

2

v intervalu 〈0, 4π〉.

Řešení: Úpravou čitatele podle vzorce pro sinus dvojnásobného úhlu vyjádřı́me funkci
ve tvaru

y =
2| sin x

2 cos
x
2 |

cos x
2

.
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Obr. 72

Pro ta x, pro něž jsou hodnoty sin x
2 a cos x

2 obě kladné nebo obě záporné, totiž pro
x ∈ (0, π) ∪ (2π, 3π), je | sin x

2 cos
x
2 | = sin

x
2 cos

x
2 a y = 2 sin x

2 .
Pro ta x, pro něž majı́ hodnoty sin x

2 a cos x
2 opačná znaménka, totiž pro x ∈ (π, 2π) ∪

∪ (3π, 4π), je | sin x
2 cos

x
2 | = − sin x

2 cos
x
2 a y = −2 sin x

2 .
Pro x = 0, pro x = 2π a pro x = 4π je y = 0.
Pro ta x, pro něž je cos x

2 = 0, totiž pro x = π a pro x = 3π, nenı́ daná funkce definována.
Graf dané funkce je na obr. 72.

OA4. V obrázku krychle ABCDEFGH (standardnı́ značenı́) vyznačte bod R společný
třem rovinám ACH , BDF , ABE.

Řešení: (Obr. 73.) Bod H ležı́ v rovině ACH i v rovině BDF . Průsečı́k X přı́mek AC,
BD ležı́ také v obou těchto rovinách. Přı́mka HX je tedy jejich průsečnicı́.
Body B, F ležı́ v rovině BDF i v rovině ABE, takže přı́mka BF je jejich průsečnicı́.
Přı́mky HX , BF se protnou v hledaném bodě R.
Protože BX ‖ FH , |BX| = |FH|

2 , je úsečka BX střednı́ přı́čka v trojúhelnı́ku FHR. Je
tedy |BR| = |BF |.
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Obr. 73
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Varianta OB, zadání s řešeními

OB1. Najděte všechna reálná čı́sla x, pro která platı́√
4x− 2

√
x+ 1 =

√
2x+

√
x+ 1.

Řešení: Dvojı́ umocněnı́ dá kvadratickou rovnici 4x2 − 9x − 9 = 0 s diskriminantem
225 = 152 a kořeny 3, −34 . Druhý kořen však nevyhovuje původnı́ rovnici (záporné čı́slo
pod odmocninou). Rovnice má jediné řešenı́ x = 3.

OB2. Nakreslete graf funkce y =
1

3|x| − 2
.

Řešení: Graf funkce

y =
1

3x− 2
=

1

3(x− 2
3)

je hyperbola se středem v bodě [23 , 0] a s asymptotami rovnoběžnými s osami souřadnic.
Graf dané funkce se skládá z části grafu této funkce ležı́cı́ vpravo od osy y a z jejı́ho
obrazu v souměrnosti podle osy y.
Graf dané funkce je na obr. 74.
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Obr. 74

OB3. Uvažujme kvádr se čtvercovou podstavou a s celočı́selnými velikostmi hran (v cm).
Prodloužı́me-li jednu hranu o třetinu jejı́ délky a jednu hranu o třetinu zkrátı́me, zmenšı́
se jeho objem o 150 cm3. Určete původnı́ rozměry kvádru.

Řešení: Objem změněného kvádru je roven 43 ·
2
3 =

8
9 objemu původnı́ho kvádru. Původnı́

kvádr měl tedy objem 9 · 150 cm3 = 1350 cm3 = 2 · 33 · 52 cm3. Úloha má čtyři řešenı́:
1× 1× 1 350, 3× 3× 150, 5× 5× 54, 15× 15× 6 (všechny rozměry v cm)
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OB4. Do dvou krychlı́ na obr. 75 doplňte pı́smena R tak, aby jejich poloha souhlasila se
sı́tı́.

Obr. 75

Řešení je na obr. 76.

Obr. 76
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Varianta OC, zadání s řešeními

OC1. Kružnici obı́hajı́ rovnoměrně a v opačném smyslu body B a b. Bod B ji oběhne za
T sekund, bod b za t sekund (T > t). Na počátku jsou body B, b ve stejné poloze. Za jak
dlouho se přı́ště opět setkajı́?

Řešení: Za 1 sekundu se bod B otočı́ kolem středu S kružnice o úhel 2πT , bod b o úhel
2π
t v opačném smyslu a úhel BSb vzroste o 2π(1t +

1
T ). Necht’se body přı́ště setkajı́ za

x sekund. Rovnice

x · 2π(1
t
+
1
T
) = 2π

má řešenı́

x =
1

1
t +

1
T

=
Tt

T + t
.

OC2. Kolik pěticiferných čı́sel, která začı́najı́ i končı́ čtyřkou, je dělitelných šesti?

Řešení: Jsou to právě ta z čı́sel končı́cı́ch i začı́najı́cı́ch čtyřkou, která jsou dělitelná třemi.
Ze souvislosti dělitelnosti čı́sla a jeho ciferného součtu třemi plyne, že vyhovujı́ právě ta
čı́sla, jejichž vnitřnı́ trojčı́slı́ dává při dělenı́ třemi zbytek 1, a těch je 333.
Jiné řešení: Nejmenšı́ vyhovujı́cı́ čı́slo je 40 014, největšı́ 49 974 a mezi nimi vyhovuje
každé třicáté. Je jich tedy

49 974− 40 014
30

+ 1 =
996
3
+ 1 = 333.

OC3. Určete v závislosti na hodnotě parametru p, kolik řešenı́ v oboru reálných čı́sel má
rovnice

(p+ 2)x2 + (1− p)x+ 1 = 0.

Řešení: Pro p = −2 má rovnice tvar 3x+ 1 = 0 a má jediné řešenı́.
Pro p 6= −2 jde o kvadratickou rovnici s diskriminantem D = (1− p)2 − 4(p+ 2) =
= p2 − 6p− 7 = (p+ 1)(p− 7).
Pro p < −2, pro −2 < p < −1 a pro p > 7 je D > 0 a rovnice má dvě různá řešenı́.
Pro p = −1 a pro p = 7 je D = 0 a rovnice má jediné řešenı́.
Pro −1 < p < 7 je D < 0 a rovnice nemá řešenı́ v oboru reálných čı́sel.
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OC4. Uvažujme pravidelný šestiboký kolmý hranol ABCDEFA′B′C ′D′E ′F ′, |AB| =
= |AA′| = 1. Vypočtěte povrch a objem trojbokého jehlanu ACC ′E ′.

Řešení: (Obr. 77.) Stěny ACC ′ a CC ′E ′ jehlanu jsou pravoúhlé trojúhelnı́ky s odvěsnami
délek 1,

√
3 a majı́ tedy obsah

√
3
2 . Stěny ACE ′ a AC ′E ′ jsou rovnoramenné trojúhelnı́ky

se základnou délky
√
3 a rameny délky 2 a majı́ tedy obsah

√
3
√
13
4

. Jehlan má povrch

2 ·
√
3
2
+ 2 ·

√
3
√
13
4

=
√
3(1 +

√
13
2
).

Výška spuštěná z vrcholu E ′ na stěnu ACC ′ se shoduje s výškou spuštěnou z vrcholu E ′

na stranu A′C ′ v rovnostranném trojúhelnı́ku A′C ′E ′ a má délku 32 . Jehlan má objem

1
3
·
√
3
2

· 3
2
=

√
3
4

.

A B

C

DE

F

F'

E'

A' B'

C'

D'

Obr. 77
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Varianta OD, zadání s řešeními

OD1. V obrázku krychle ABCDEFGH (standardnı́ značenı́) vyznačte průsečı́k P
úhlopřı́čky EC s rovinou BDG.

Řešení: (Obr. 78.) Označme X průsečı́k přı́mek AC, BD. Body G a X ležı́ v rovinách
BDG, ACE, takže průsečnice těchto rovin je přı́mka GX . Hledaný bod P je průsečı́k
přı́mek EC, GX .

Obr. 78

OD2. Najděte všechna reálná čı́sla x, 0 5 x 5 2π, pro která platı́

1
cosx

= 2
√
2 sin x.

Řešení: Je-li cosx > 0, tj. x ∈
〈
0, π
2

)
∪

(
3π
2 , 2π

〉
, je daná nerovnice ekvivalentnı́ s ne-

rovnicı́ 1 = 2
√
2 sin x cosx, a protože 2 sin x cosx = sin 2x, je ekvivalentnı́ s nerovnicı́

sin 2x 5 1√
2
. Této nerovnici vyhovujı́ x ∈

〈
0,

π

8

〉
∪

〈
3π
8

,
π

2

)
∪

(
3π
2

, 2π

〉
.

Je-li cosx < 0, tj. x ∈
(

π

2
,
3π
2

)
, je daná nerovnice ekvivalentnı́ s nerovnicı́
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sin 2x =
1√
2

. Této nerovnici vyhovujı́ x ∈
〈
9π
8

,
11π
8

〉
.

Pro x =
π

2
a x =

3π
2

je cosx = 0 a daná nerovnice nemá smysl.

Výsledek je znázorněn na obr. 79.

Obr. 79

OD3. Označme S průsečı́k úhlopřı́ček lichoběžnı́ku ABCD s obsahem 1. Vyjádřete
obsah P trojúhelnı́ku CDS pomocı́ délek základen a = |AB|, b = |CD|. Jakých hodnot
může obsah P nabývat, je-li a > b?

Řešení: Označme v výšku lichoběžnı́ku ABCD. Jeho obsah je roven
v(a+ b)
2

= 1 a

odtud v =
2

a+ b
. Dále označme va (resp. vb) výšku trojúhelnı́ku ABS (resp. CDS).

Z podobnosti těchto trojúhelnı́ků plyne, že
va

vb
=

a

b
a zřejmě v = va + vb. Je tedy

v − vb

vb
=

a

b
a odtud vb =

2b
(a+ b)2

, P =
bvb

2
=

b2

(a+ b)2
. Zvolme pevné b a nechme a

proběhnout interval (b,+∞). Hodnoty funkce P (a) =
b2

(a+ b)2
pak budou klesat a

proběhnou interval
(
0, 14

)
.
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OD4. Nakreslete graf funkce

y =
|x2 − x− 6|

x+ 2
.

Řešení: Kvadratická rovnice x2 − x− 6 = 0 má kořeny 3 a −2, takže

y =
|x2 − x− 6|

x+ 2
=
|x− 3| · |x+ 2|

x+ 2
.

Pro x > −2 je |x+ 2| = x+ 2 a y = |x− 3|.
Pro x < −2 je |x+ 2| = −(x+ 2) a y = −|x− 3|.
Pro x = −2 nenı́ funkce definována.
Uvážı́me-li ještě, že pro x = 3 je |x−3| = x−3 a pro x < 3 je |x−3| = 3−x, dojdeme
k následujicı́mu závěru:
Pro x < −2 a pro x = 3 je y = x− 3, pro −2 < x 5 3 je y = 3− x.
Graf dané funkce je na obr. 80.

Obr. 80
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Varianta OE, zadání s řešeními

OE1. Kolik pěticiferných čı́sel dělitelných 36, v nichž se žádná čı́slice neopakuje, lze
sestavit z čı́slic 1, 2, 3, 4, 5, 6?

Řešení: Uvažovaná čı́sla jsou dělitelná 4 a 9, tj. ciferný součet majı́ dělitelný 9 a poslednı́
dvojčı́slı́ majı́ dělitelné 4. Součet šesti daných čı́slic je 21. Ciferný součet dělitelný 9
budou mı́t čı́sla složená z pěti čı́slic 1, 2, 4, 5, 6. Pro poslednı́ dvojčı́slı́ je 6 možnostı́
(12, 16, 24, 52, 56, 64) a vždy 6 možnostı́ je pro pořadı́ zbývajı́cı́ch třı́ čı́slic na začátku.
Existuje tedy 6 · 6 = 36 čı́sel s danými vlastnostmi.

OE2. Do obr. 81a dokreslete řez krychle rovinou PQR. Obdobně, jako je tomu u bodů P ,
Q, R, vyznačte i u ostatnı́ch průsečı́ků hran s rovinou řezu jejich vzdálenost od vrcholů
krychle.

(a) (b)

Obr. 81

Řešení: (Obr. 81b.) Řez zřejmě obsahuje úsečky PQ a QR, dále pak PT (PT ‖ QR),
TS (TS ‖ PQ) a SR. Polohu bodů S, T na hranách zjistı́me z podobných trojúhelnı́ků
v protějšı́ch stěnách.

OE3. Kružnici opišme a vepišme pravidelný šestiúhelnı́k. Určete poměr obsahů těchto
šestiúhelnı́ků.

Řešení: Pravidelný šestiúhelnı́k se skládá ze šesti rovnostranných trojúhelnı́ků. Označme
stranu opsaného šestiúhelnı́ku A, vepsaného šestiúhelnı́ku a (obr. 82a). Pak je a výškou
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v rovnostranném trojúhelnı́ku se stranou A a snadno zjistı́me, že A : a = 2 :
√
3. Hledaný

poměr obsahů pak bude A2 : a2 = 4 : 3.

(a) (b)

Obr. 82

Jiné řešení: Vepsaný šestiúhelnı́k je složen z 18 a opsaný z 24 shodných trojúhelnı́ků
(obr. 82b).

OE4. Je dáno reálné čı́slo p. Najděte všechna reálná čı́sla x, pro která platı́

|x| − p = x.

Určete závislost řešenı́ na parametru p.

Řešení: Pro x = 0 řešı́me rovnici x − p = x. Ta pro p 6= 0 nemá řešenı́ a pro p = 0 jı́
vyhovuje každé x (předpokládali jsme x = 0).
Pro x < 0 řešı́me rovnici −x− p = x. Ta má řešenı́ x = −p

2 (předpoklad x < 0 je splněn
pro p > 0).
Shrnutı́: Pro p = 0 je řešenı́m každé x = 0, pro p > 0 má rovnice jediné řešenı́ x = −p

2 ,
pro p < 0 nemá rovnice řešenı́.
Jiné řešení: Grafické řešenı́ je na obr. 83 a 84.
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p > 0 – grafy majı́ jeden společný bod

p = 0 – grafy majı́ společnou polopřı́mku

Obr. 83
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y = |x| − p

−p y = x

x

y

p < 0 – grafy nemajı́ společný bod

Obr. 84
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Varianta OF, zadání s řešeními

OF1. Uvnitř trojúhelnı́ku ABC zvolme bod X a sestrojme jeho obraz Xa (Xb, Xc)
v osové souměrnosti s osou BC (AC, AB). Určete polohu bodu X tak, aby obsah
šestiúhelnı́ku AXcBXaCXb byl co největšı́.

Řešení: (Obr. 85.) Obsah šestiúhelnı́ku AXcBXaCXb nezávisı́ na poloze bodu X . Je
vždy dvojnásobkem obsahu trojúhelnı́ku ABC, jak plyne ze shodnosti třı́ dvojic osově
souměrných trojúhelnı́ků: ABX a ABXc, BCX a BCXa, ACX a ACXb.

Obr. 85

OF2. Petr a Pavel majı́ dnes narozeniny. Dohromady je jim 24 let. Před několika lety byl
součin jejich věků 16. Kolik jim je dnes let?

Řešení: Před několika lety jim bylo 16 a 1, nebo 8 a 2, nebo 4 a 4. Rozdı́l jejich věků byl
a stále je 15, nebo 6, nebo 0. Dnes je jim tedy 9 a 15, nebo 15 a 9, nebo 12 a 12.

OF3. Dané krychli opišme a vepišme kouli. Určete poměr objemů těchto koulı́.

Řešení: Označme a velikost hrany krychle. Vepsaná koule má průměr a, opsaná koule
průměr a

√
3 (tělesová úhlopřı́čka krychle). Poměr objemů opsané a vepsané koule je

(a
√
3)3 : a3 = 3

√
3 : 1.

OF4. Nakreslete graf funkce y = |x2 − 4|+ 3x.

Řešení: Graf se skládá z částı́ grafů funkcı́ y = x2+3x−4 = (x+4)(x−1) = (x+ 32)
2− 254

(pro x = 2 a pro x 5 −2) a y = −x2 + 3x+ 4 = −(x+ 1)(x− 4) = = −(x− 3
2)
2 + 254
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(pro −2 5 x 5 2). Jde o paraboly, prvnı́ má zřejmě vrchol v bodě
[
−32 ,−

25
4

]
a druhá

v bodě
[
3
2 ,
25
4

]
(obr. 86).

Obr. 86
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Varianta OG, zadání s řešeními

OG1. Popište, jak sestrojı́te (kružı́tkem a pravı́tkem) čtverec, který má stejný obsah jako
daný trojúhelnı́k ABC.

Řešení: Sestrojı́me výšku např. z vrcholu C na stranu AB, jejı́ patu označı́me P . S vy-
užitı́m Eukleidovy věty pak sestrojı́me stranu hledaného čtverce jako úsečku délky√

|AB|·|CP |
2 (obr. 87).

Obr. 87

OG2. Řešte rovnici (
√

a− 2)x2− 2x
√

a− 2+
√

a+2 = 0. Proved’te diskusi vzhledem
k parametru a.

Řešení: Rovnice má smysl pro a = 2. Pro a = 4 má tvar −2
√
2x+ 4 = 0 a jediné řešenı́

x =
√
2. Pro a = 2, a 6= 4, jde o kvadratickou rovnici s diskriminantem 8, která má dvě

řešenı́ x1,2 =

√
a− 2±

√
2√

a− 2
.

OG3. Sečtěte všechna šesticiferná čı́sla, která začı́najı́ i končı́ šestkou.

Řešení: Sčı́táme čı́sla 600 006, 600 016, 600 026, . . . , 699 996. Je jich 10 000 a tvořı́ arit-
metickou posloupnost s diferencı́ 10. Hledaný součet je roven 10 0002 (600 006+699 996) =
= 5 000 · 1 300 002 = 6 500 010 000.

OG4. Odřı́znutı́m vrcholu A′ dostaneme z krychle ABCDA′B′C ′D′ těleso TA′ (obr. 88).
Z něho stejným způsobem odřı́zneme vrchol C a dostaneme tak těleso TA′C . Vypočtěte
povrch a objem tělesa TA′C , je-li |AB| = 1.
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Obr. 88

Řešení: Uvažované těleso je osmistěn (obr. 89). Šest jeho stěn jsou pravoúhlé trojúhelnı́ky
s odvěsnami 1, dvě stěny jsou rovnostranné trojúhelnı́ky se stranami

√
2. Těleso má tedy

povrch 6 · 12+2 ·
√
3
2 = 3+

√
3. Odřı́zli jsme dva trojboké jehlany. Každý má jako podstavu

pravoúhlý rovnoramenný trojúhelnı́k s odvěsnami 1 a přı́slušnou výšku 1, tedy objem 1
6 .

Těleso má tedy objem 1− 2 · 16 =
2
3 .

Obr. 89
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Varianta OH, zadání s řešeními

OH1. Najděte všechna celá čı́sla p, pro něž má rovnice px2 + px+ p+ 6x+ 3 = 0 dvě
různá reálná řešenı́.

Řešení: Pro p = 0 má rovnice jen jedno řešenı́. Pro p 6= 0 má kvadratická rovnice
diskriminant D = (p + 6)2 − 4p(p + 3) = 36 − 3p2. Zřejmě je D > 0, právě když
p2 < 12. Dvě řešenı́ jsou pro p ∈ {−3,−2,−1, 1, 2, 3}.

OH2. V krychli ABCDEFGH je bod K střed hrany EH , bod L střed hrany BC, bod S
střed stěny ABFE a bod T střed stěny DCGH (obr. 90). Čtyřúhelnı́k TKSL má obsah
10
√
2 cm2. Určete objem krychle.

Obr. 90

Řešení: Délku hrany krychle označme a. Čtyřúhelnı́k TKSL má stejně dlouhé strany.
Je to kosočtverec, jehož úhlopřı́čky majı́ délky |KL| = a

√
2, |ST | = a. Má obsah

a2
√
2
2 = 10

√
2 cm2, odtud a =

√
20 cm, objem krychle a3 = 40

√
5 cm3.

OH3. Kolik šesticiferných čı́sel nenı́ dělitelných ani jednı́m z čı́sel 63 a 42?

Řešení: Určı́me, kolik šesticiferných čı́sel je dělitelných 63, kolik 42 a kolik oběma, tj.
nejmenšı́m společným násobkem čı́sel 63, 42, tj. čı́slem 126.
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Z čı́sel 1 až 999 999 je jich 15 873 dělitelných 63, 23 809 dělitelných 42 a 7 936 dělitel-
ných 126.
Z čı́sel 1 až 99 999 je jich 1 587 dělitelných 63, 2 380 dělitelných 42 a 793 dělitelných 126.
Z čı́sel 100 000 až 999 999 je jich 15 873−1 587 = 14 286 dělitelných 63, 23 809−2 380 =
= 21 429 dělitelných 42 a 7 936− 793 = 7 143 dělitelných 126.
Počet šesticiferných čı́sel, která nejsou dělitelná žádným z čı́sel 63, 42, je
900 000− 14 286− 21 429 + 7 143 = 871 428.

OH4. Rovnoramenný trojúhelnı́k ABC rozdělte přı́čkou XY , X ∈ AC, Y ∈ BC,
rovnoběžnou se základnou AB tak, aby trojúhelnı́k CXY a lichoběžnı́k ABY X měly
stejné obsahy (obr. 91). Vypočtěte délku x = |XY | pomocı́ délek základny c a výšky v,
graficky ji sestrojte a konstrukci popište.

Obr. 91

Řešení: Trojúhelnı́ky ABC, XY C jsou podobné a jejich obsahy jsou v poměru 2 : 1.
Délky odpovı́dajı́cı́ch si stran jsou tedy v poměru

√
2 : 1, odkud x = c√

2
. Tuto délku

sestrojı́me jako stranu čtverce s danou úhlopřı́čkou c.
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Varianta OI, zadání s řešeními

OI1. V krychli ABCDEFGH je bod P střed hrany AE, bod Q je střed hrany CG. Dále
K je střed BQ, L je střed QH , M je střed HP a N je střed PB (obr. 92). Určete obsah
čtyřúhelnı́ku KLMN , je-li délka hrany krychle 8 cm.

Obr. 92

Řešení: Čtyřúhelnı́k PBQH má stejně dlouhé strany. Je to kosočtverec, jehož úhlopřı́čky
majı́ délky |PQ| = 8

√
2 cm, |BH| = 8

√
3 cm, takže má obsah 32

√
6 cm2. Čtyřúhelnı́k

KLMN má polovičnı́ obsah 16
√
6 cm2.

OI2. Je dána rovnice x2− 8x+ s = 0. Určete parametr s a druhé řešenı́ rovnice, jestliže
vı́te, že jedno řešenı́ rovnice je rovno 15.

Řešení: Pro parametr s platı́ 152−8·15+s = 0, odtud s = −105. Rovnice x2−8x−105 =
= 0 má řešenı́ x1 = 15, x2 = −7.
Jiné řešení: Pro řešenı́ x1 = 15, x2 dané rovnice platı́ (x − 15)(x − x2) = x2 − 8x + s,
odkud 15 + x2 = 8, 15x2 = s. Je tedy x2 = −7, s = −105.

OI3. Představte si, že na čtverečkovaném papı́ru je nakreslen obdélnı́k o rozměrech
48× 36 čtverečků. Strany obdélnı́ku ležı́ v linkách čtverečkovaného papı́ru. Na kolik
částı́ je jeho úhlopřı́čka rozdělena průsečı́ky s linkami?
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Řešení: Ve vnitřnı́ch bodech úhlopřı́čku protı́ná 47 svislých a 35 vodorovných linek.
Určı́me ještě, v kolika z těchto průsečı́ků se na úhlopřı́čce protı́ná vodorovná linka se
svislou. Poměr stran daného obdélnı́ku je 48 : 36 = 4 : 3, bude to tedy v 11 bodech (4, 3),
(8, 6),. . . , (44, 33). Uvnitř úhlopřı́čky ležı́ tedy 47 + 35 − 11 = 71 navzájem různých
průsečı́ků s linkami, které ji dělı́ na 72 částı́.
Jiné řešení: Úlohu vyřešı́me pro obdélnı́k 4 × 3 čtverečků (6 částı́, bez dvojitých průse-
čı́ků), jehož úhlopřı́čka je dvanáctinou úhlopřı́čky daného obdélnı́ku.

OI4. Na obr. 93 je trojúhelnı́k ABC. Bod T je jeho těžiště, bod A′ střed BC, bod K střed
C ′A′. Pro bod L platı́, že 3|CL| = |CC ′|. Obsah trojúhelnı́ku A′LC je roven 4. Určete
obsah trojúhelnı́ků ABC a BKC ′.

Obr. 93

Řešení: Úsečka CC ′ je těžnice trojúhelnı́ku ABC, takže bod C ′ je střed strany AB. Pro
obsahy trojúhelnı́ků v obrázku platı́ |CLA′| = |LTA′| = |TC ′A′|, |C ′A′B| = |C ′A′C|,
|KC ′B| = |KA′B|, |CC ′A| = |CC ′B| a odtud |BKC ′| = 6, |ABC| = 48.
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Varianta OJ, zadání s řešeními

OJ1. Motocyklistovi trvá cesta za bezvětřı́ tb hodin, s větrem v zádech tz hodin. Jak
dlouho by mu trvala cesta proti větru?

Řešení: Necht’vı́tr fouká rychlostı́ w km/h, motocyklistova cesta měřı́ s km a proti větru
by mu trvala tp hodin. Rychlost při jı́zdě za bezvětřı́ je pak

s

tb
km/h, rychlost při jı́zdě

proti větru
s

tp
km/h a rychlost při jı́zdě s větrem v zádech

s

tz
km/h. Pro rychlosti platı́

s

tp
=

s

tb
− w,

s

tz
=

s

tb
+ w. Odtud dostaneme tp =

tbtz
2tz − tb

. Úloha má řešenı́ pro

2tz > tb = tz.

OJ2. Řešte rovnici 10

x2 − px+ 12
3− x = 1 s parametrem p.

Řešení: Daná rovnice je ekvivalentnı́ s rovnicı́
x2 − px+ 12
3− x

= 0. Kvadratická rovnice

x2−px+12 = 0má diskriminant p2−48. Pro−4
√
3 < p < 4

√
3 nemá v reálném oboru

řešenı́, pro p = 4
√
3, resp. pro p = −4

√
3 má jediné řešenı́ x = 2

√
3, resp. x = −2

√
3,

pro p > 4
√
3 a pro p < −4

√
3 má dvě řešenı́ x1,2 =

p±
√

p2 − 48
2

. Totéž platı́ i pro
původnı́ rovnici až na to, že jı́ nevyhovuje řešenı́ kvadratické rovnice x = 3, kdy levá
strana ztrácı́ smysl. K tomu dojde pro p = 7; tedy v tomto přı́padě má rovnice jediné
řešenı́ x = 4.

OJ3. Je dána přı́mka p a v jedné z polorovin, které určuje, body A, B. Sestrojte na
přı́mce p bod C tak, aby přı́mka AC byla osou úhlu, jehož jedno rameno je polopřı́mka
CB a druhé rameno ležı́ v přı́mce p.

Řešení: Předpokládejme, že je hledaný bod C sestrojen (obr. 94). Obraz B′ bodu B
v souměrnosti podle osy AC pak ležı́ na přı́mce p, |AB′| = |AB| a BB′⊥AC.
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Obr. 94

Bod B′ sestrojı́me jako průsečı́k kružnice (A, |AB|) s přı́mkou p, bod C jako průsečı́k
osy úsečky BB′ s přı́mkou p.
Úloha má 2 řešenı́ v přı́padě |AB| > |Ap| 6= |Bp|

2 , 1 řešenı́ v přı́padě |AB| > |Ap| = |Bp|
2 ,

1 řešenı́ v přı́padě |AB| = |Ap| 6= |Bp|
2 a jinak řešenı́ nemá. (Symbolem |Ap| značı́me

vzdálenost bodu A od přı́mky p.)

OJ4. V uzavřené nádobě tvaru rotačnı́ho kužele s výškou v a poloměrem r je nalita voda.
Výška hladiny nade dnem je a. Do jaké výšky sahá hladina, převrátı́me-li nádobu dnem
vzhůru?

Řešení: Poloměr kruhové hladiny v původnı́ poloze označme s. Z podobných trojúhelnı́ků
(obr. 95a) je s : r = (v − a) : v a odtud s = r

v(v − a). Objem vody v nádobě je

V =
1
3
πr2v − 1

3
πs2(v − a) =

1
3
π

r2

v2
(v3 − (v − a)3).

Označme b hledanou výšku a t poloměr hladiny po převrácenı́. Z podobných trojúhelnı́ků
(obr. 95b) bude t : b = r : v a odtud t = br

v . Objem vody v nádobě je

V =
1
3
πt2b =

1
3
π

r2

v2
b3.

Porovnáme-li obě vyjádřenı́ téhož objemu, dostaneme b3 = v3 − (v − a)3, tudı́ž b =
= 3

√
v3 − (v − a)3.
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(a) (b)

Obr. 95
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Varianta OK, zadání s řešeními

OK1. Dvě auta jedou po stejné silnici rychlostmi v1 km/h a v2 km/h. Kdyby jela stejným
směrem, setkala by se za t hodin. Za jak dlouho se setkajı́, když jedou proti sobě?

Řešení: Necht’ je počátečnı́ vzdálenost aut d km a necht’ se auta setkajı́ za T hodin. Při
jı́zdě stejným směrem by platilo d = |tv1− tv2|, při jı́zdě proti sobě platı́ d = Tv1+Tv2.

Odtud T = t · |v1 − v2|
v1 + v2

.

OK2. Řešte nerovnici:

log22 x− 3 log2 x+ 2 = 0

Řešení: Substituce y = log2 x převede nerovnici na y2−3y+2 = 0. Kvadratická rovnice
y2 − 3y + 2 = 0 má kořeny 1 a 2. Nerovnici můžeme psát ve tvaru (y − 1)(y − 2) = 0
a jejı́m řešenı́m jsou všechna y = 2 a všechna y 5 1. Řešenı́m původnı́ nerovnice jsou
tedy všechna x, pro něž log2 x = 2, a všechna x, pro něž log2 x 5 1, tj. všechna x = 4 a
všechna 0 < x 5 2.

OK3. Sestrojte trojúhelnı́k ABC, je-li dáno a, va, vb.

Řešení: Je-li a = vb, jde o pravoúhlý trojúhelnı́k s odvěsnami |BC| = a, |AC| = va. Je-li
a < vb, úloha nemá řešenı́. Nadále předpokládejme, že a > vb. Patu P výšky vb dostaneme
jako průsečı́k Thaletovy kružnice nad průměrem BC s kružnicı́ (B, vb). Vrchol A je pak
průsečı́k přı́mky CP s rovnoběžkou vedenou s přı́mkou BC ve vzdálenosti va. V tomto
přı́padě má úloha právě dvě řešenı́ (obr. 96).
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Obr. 96

OK4. Je dána krychle s hranou délky a a šest shodných pravidelných čtyřbokých jehlanů
s podstavnou hranou délky a. Nalepenı́m podstav jehlanů na stěny krychle vznikne těleso,
které má dvakrát většı́ povrch než původnı́ krychle. Určete výšku jehlanu.

Řešení: Povrch krychle je 6a2, dvojnásobný povrch krychle je 12a2. Povrch nového tělesa
se skládá z 24 stěn, každá má obsah 12a

2

24 =
a2

2 . Stěny jsou tedy shodné rovnoramenné
trojúhelnı́ky se základnou a a výškou a.

Jehlan má výšku
√

a2 − (a2)2 = a ·
√
3
2 .
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Varianta OL, zadání s řešeními

OL1. Za kolik minut po 4. hodině budou hodinová a minutová ručička poprvé svı́rat
pravý úhel?

Řešení: Ve 4 hodiny svı́rajı́ ručičky úhel 120◦. Otočı́-li se hodinová ručička o úhel α,
minutová se otočı́ o úhel 12α. Ručičky pak budou svı́rat úhel (120◦ + α)− 12α =
= 120◦−11α. Tato odchylka nabude poprvé hodnoty 90◦ pro α = 30

11
◦. Hodinová ručička

se za 1 minutu otočı́ o 360◦

12·60 =
1
2
◦, takže o 1◦ se otočı́ za 2 minuty a o 3011

◦ za 6011 minuty.

OL2. Určete průsečı́ky grafu funkce f(x) = 2−
∣∣∣log2 x2+3x−28

x+7

∣∣∣ s osami souřadnic.

Řešení: Daná funkce je definována pro ta x, pro něž x 6= −7 a
x2 + 3x− 28

x+ 7
> 0.

Vzhledem k tomu, že x2 + 3x − 28 = (x − 4)(x + 7), je definována pro x > 4 a je
f(x) = 2− | log2(x− 4)|. Osu x protne jejı́ graf v bodech [x, 0], kde f(x) = 0,

tj. | log2(x− 4)| = 2,
tj. log2(x− 4) = 2 a log2(x− 4) = −2,
tj. x− 4 = 22 a x− 4 = 2−2,

tj. x = 8 a x =
17
4

.

Osu x graf protı́ná ve dvou bodech [8, 0] a [174 , 0]. Osu y protne graf funkce f v bodech
[0, y], kde y = f(0). Pro x = 0 nenı́ funkce f definována, takže jejı́ graf osu y neprotı́ná.

OL3. Sestrojte lichoběžnı́k KLMN , jsou-li dány délky základen KL a MN a délky
úhlopřı́ček KM a LN .

Řešení: (Obr. 97.) Označme k = |KL|, m = |MN |, e = |KM |, f = |LN |. Průsečı́k
úhlopřı́ček označme S. Z podobnosti trojúhelnı́ků KSL, MSN je zřejmé, že

|KS| : |SM | = |LS| : |SN | = k : m.

Úsečky délek e a f rozdělı́me v poměru
k : m (obr. 98), sestrojı́me trojúhelnı́k KSL a doplnı́me na lichoběžnı́k KLMN .
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Obr. 97

Obr. 98

Úloha má jediné řešenı́, právě když velikosti třı́ úseček, z nichž sestrojujeme trojúhelnı́k
KLS, totiž e· k

k+m , f · k
k+m , k, splňujı́ trojúhelnı́kovou nerovnost a přitom k 6= m (v přı́padě

k = m bychom dostali rovnoběžnı́k). Nutná a postačujı́cı́ podmı́nka řešitelnosti je

e+ f > k +m > |e− f |, k 6= m.

Jiné řešení: (Obr. 99) Sestrojı́me trojúhelnı́k KOM se stranami |KO| = k+m, |KM | =
= e, |MO| = f a pak rovnoběžnı́k LOMN se stranou |LO| = m.
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Obr. 99

OL4. Vypočtěte poměr objemů třı́ rotač-

Obr. 100

nı́ch válců opsaných kvádru s rozměry
a = 6 cm, b = 4 cm, c = 8 cm (jeden ze
zmı́něných válců je zobrazen na obr. 100).

Řešení: Válec opsaný kvádru s podstavou
o rozměrech a, b má průměr

√
a2 + b2 a

objem π · a2+b2

4 · c. Poměr objemů třı́ válců
je

c(a2 + b2) : b(a2 + c2) : a(b2 + c2),

v našem přı́padě 26 : 25 : 30.
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Varianta OM, zadání s řešeními

OM1. Nakreslete graf funkce f(x) = |x2 − 3x| − |x2 + 3x|.

Řešení: Pro x 5 −3 je

Obr. 101

f(x) = x(x− 3)− x(x+ 3) = −6x,

pro −3 5 x 5 0 je

f(x) = x(x− 3) + x(x+ 3)) = 2x2,

pro 0 5 x 5 3 je

f(x) = −x(x− 3)− x(x+ 3)) = −2x2,

pro x = 3 je

f(x) = x(x− 3)− x(x+ 3) = −6x.

Graf funkce f je tedy složen z částı́ grafů těchto
čtyř funkcı́ (obr. 101).
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OM2. Řešte rovnici tg (82◦ + x) + tg (8◦ − x) = 2.

Řešení: Podle známých vzorců je (pro přı́pustné hodnoty)

tg (8◦ − x) = cotg (90◦ − (8◦ − x)) = cotg (82◦ + x) =
1

tg (82◦ + x)
.

Řešı́me tedy rovnici

tg (82◦ + x) +
1

tg (82◦ + x)
= 2.

Substituce tg (82◦+ x) = t ji převede na rovnici t+ 1t = 2, která má jediné řešenı́ t = 1.
Je-li tg (82◦+ x) = 1, je 82◦+ x = 45◦+ k · 180◦, neboli x = −37◦+ k · 180◦, kde k je
libovolné celé čı́slo.

OM3. Součet 9. a 16. členu aritmetické posloupnosti je 2. Určete součet prvnı́ch 24 členů
této posloupnosti.

Řešení: Označme n-tý člen posloupnosti an a jejı́ diferenci d. Je dáno, že

a9 + a16 = a1 + 8d+ a1 + 15d = 2a1 + 23d = 2.

Odtud dostaneme

a1 + a2 + a3 + · · ·+ a24 = 24a1 +
23 · 24
2

d = 12(2a1 + 23d) = 12 · 2 = 24.

OM4. Čtyřúhelnı́k ABCD je vepsán do kruž-

Obr. 102

nice. Určete velikost úsečky BC, je-li (obr. 102)

|AD| = 7, |DE| = 3, |CE| = 5.

Řešení: Trojúhelnı́ky ADE, BCE jsou podobné,
nebot’|∠ADE| = |∠ADB| = |∠ACB| =
= |∠BCE| (obvodové úhly k tětivě AB) a
|∠AED| = |∠BEC|. Je tedy |AD|

|BC| =
|DE|
|CE| a

odtud

|BC| = |CE| · |AD|
|DE|

=
5 · 7
3
=
35
3

.
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Varianta ON, zadání s řešeními

ON1. Nakreslete graf funkce y = cos 2
(
|x|+ π

4

)
pro x ∈ 〈−2π, 2π〉.

Řešení: (Obr. 103.) Vyjdeme z grafu funkce y = cos x. Posunutı́m o π
4 ve směru osy x

(doleva) zı́skáme graf funkce y = cos(x + π
4 ). S nı́m se pro x = 0 shoduje graf funkce

y = cos(|x| + π
4 ) a pro x < 0 ho doplnı́me souměrně podle osy y. Konečně graf funkce

y = cos 2
(
|x|+ π

4

)
z něho vznikne „dvojnásobným zahuštěnı́m“.

Obr. 103

ON2. Uvažujme všechny trojúhelnı́ky, které majı́ všechny vrcholy ve vrcholech daného
pravidelného dvacetiúhelnı́ku. Kolik procent z těchto trojúhelnı́ků je pravoúhlých?

Řešení: Nad každou úhlopřı́čkou, která je průměrem mnohoúhelnı́ku, je 18 pravoúhlých
trojúhelnı́ků, celkem 10 · 18 = 180. Všech trojúhelnı́ků je

(20
3

)
= 1140 a mezi nimi je

15, 79% pravoúhlých.

ON3. Určete všechny hodnoty parametru a, pro něž funkce f(x) = (1−2a)x2+6ax−8a
nenabývá hodnoty f(x) = 1 pro žádné x.

Řešení: Podmı́nka je splněna, právě když kvadratická rovnice

(1− 2a)x2 + 6ax− 8a− 1 = 0

nemá řešenı́, tj. právě když jejı́ diskriminant je záporný, tj.

36a2 − 4(1− 2a)(−8a− 1) = 4(−7a2 + 6a+ 1) = −28(a− 1)(a+ 1
7
) < 0,
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tj. pro a 6∈
〈
−17 , 1

〉
.

Ještě zbývá prozkoumat přı́pad a = 1
2 , kdy rovnice nenı́ kvadratická. Jde o rovnici

3x− 5 = 0, která má řešenı́ a f pro toto a hodnoty 1 nabývá.
Funkce f nenabývá hodnoty 1 pro a < −17 a pro a > 1.

ON4. V kvádru ABCDA′B′C ′D′ je při obvyklém značenı́ |∠AB′B| = 60◦, |∠BB′C| =
= 45◦. Vypočtěte cos |∠AB′C|.

Řešení: (Obr. 104). Označme |AA′| = a. V pravoúhlém trojúhelnı́ku ABB′ pak bude

|AB′| = a

cos 60◦
= 2a

a v pravoúhlém trojúhelnı́ku BCB′ bude |B′C| = a
√
2. Stěny ABB′A′, ABCD jsou

shodné, takže |AC| = |AB′| = 2a. Trojúhelnı́k B′CA je rovnoramenný se základnou
|B′C| = a

√
2 a rameny |AB′| = |AC| = 2a, odtud

cosϕ =
a
√
2
2

2a
=

√
2
4

.

Obr. 104
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Varianta OO, zadání s řešeními

OO1. Určete všechny hodnoty parametru a, pro něž funkce f(x) = (a2−1)x2+2(a−1)x
nabývá hodnoty f(x) = 2 právě pro jedno x.

Řešení: Podmı́nka je splněna, právě když rovnice (a2 − 1)x2 + 2(a − 1)x − 2 = 0 má
jediný kořen. Pro a = 1 má rovnice tvar −2 = 0 a nemá řešenı́. Pro a = −1 má rovnice
tvar −4x− 2 = 0 a má jediný kořen.
Pro a 6= 1, a 6= −1 jde o kvadratickou rovnici s diskriminantem 4(a−1)2+8(a2−1) =
= 4(a− 1)(3a+ 1), který je roven 0 pro a = −13 (a = 1 nevyhovuje).
Podmı́nka je splněna pro a = −13 a pro a = −1.

OO2. Obchodnı́k před časem zdražil salám o 10%. O kolik procent ho nynı́ musı́ zlevnit,
aby se cena vrátila na původnı́ úroveň?

Řešení: Původnı́ cenu salámu označme c. Po zdraženı́ o 10% stál 1, 1c. Když ho pak
zlevnı́ o x%, bude stát (1− x

100) · 1, 1c. Hledáme x tak, aby (1− x
100) · 1, 1c = c, odkud

x = 100
11 % .

= 9, 09%.

OO3. Délky stran pravoúhlého trojúhelnı́ku označme a, b, c tak, aby a 5 b < c, délku
výšky na přeponu v. Dokažte, že trojúhelnı́k, jehož strany majı́ délku v, a + b, c + v, je
pravoúhlý.

Řešení: Podle Pythagorovy věty je c2 = a2+b2. Dále je ab = cv (z dvojnásobného obsahu
nebo z podobných trojúhelnı́ků). Je tedy v2+(a+b)2 = v2+a2+2ab+b2 = v2+c2+2cv =
= (c+ v)2.

OO4. Nakreslete graf funkce y = |2|x+3| − 5|.

Řešení: (Obr. 105.) Vyjdeme z grafu funkce y = 2x. Posunutı́m o 3 ve směru osy x doleva
z něho dostaneme graf funkce y = 2x+3. Graf funkce y = 2|x+3| se s nı́m pro x = −3
shoduje, pro x < −3 ho dostaneme překlopenı́m podle přı́mky x = −3. Graf funkce
y = 2|x+3| − 5 dostaneme z grafu funkce y = 2|x+3| posunutı́m o 5 ve směru osy y
dolů. Konečně graf funkce y = |2|x+3| − 5| vznikne překlopenı́m té části grafu funkce
y = 2|x+3| − 5, která je pod osou x, nad osu x.
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Obr. 105
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Varianta OP, zadání s řešeními

OP1. Najděte všechna reálná čı́sla x, pro která platı́:
√
1 + x+

√
1− x√

1 + x−
√
1− x

−
√
1 + x−

√
1− x√

1 + x+
√
1− x

=

√
2

x
.

Řešení: Výraz na levé straně má smysl, právě když současně 1 + x = 0, 1 − x = 0,
1 + x 6= 1− x, tj. pro x ∈ 〈−1, 0) ∪ (0, 1〉.
Upravme ho:

√
1 + x+

√
1− x√

1 + x−
√
1− x

−
√
1 + x−

√
1− x√

1 + x+
√
1− x

=

=
(
√
1 + x+

√
1− x)2 − (

√
1 + x−

√
1− x)2

(
√
1 + x)2 − (

√
1− x)2

=
4
√
1 + x ·

√
1− x

(1 + x)− (1− x)
=
2
√
1− x2

x

Rovnice
2
√
1− x2

x
=

√
2

x
má řešenı́ x1 = 1√

2
, x2 = − 1√

2
a ta jsou řešenı́m zadané

rovnice.

OP2. Najděte všechna přirozená čı́sla n < 100, pro která je čı́slo n2−5n−14 dělitelné 43.

Řešení: Kvadratická rovnice n2−5n−14 = 0má kořeny 7 a−2, je tedy n2−5n−14 =
= (n− 7)(n+ 2). Protože 43 je prvočı́slo, je součin dvou čı́sel dělitelný 43, právě když
je 43 dělitelný některý z činitelů. Pro n < 100 je n − 7 dělitelné 43 pro n = 50 a pro
n = 93, n+ 2 je dělitelné 43 pro n = 41 a pro n = 84.

OP3. Jsou dána reálná čı́sla a < b < c < d. Sestrojte graf funkce
y = |x− a|+ |x− b|+ |x− c|+ |x− d|.

Řešení: Pro x < a je y = (a− x) + (b− x) + (c− x) + (d− x) = a+ b+ c+ d− 4x,
pro a 5 x < b je y = (x− a) + (b− x) + (c− x) + (d− x) = −a+ b+ c+ d− 2x,
pro b 5 x < c je y = (x− a) + (x− b) + (c− x) + (d− x) = −a− b+ c+ d,
pro c 5 x < d je y = (x− a) + (x− b) + (x− c) + (d− x) = −a− b− c+ d+ 2x,
pro x = d je y = (x− a) + (x− b) + (x− c) + (x− d) = −a− b− c− d+ 4x.
Graf funkce je na obr. 106.

135



Obr. 106

OP4. Je dána krychle a na jejı́ch hranách body P , Q, R. Na obr. 107 je sı́t’této krychle.
Vyznačte v sı́ti řez krychle rovinou PQR.

Řešení: Označme odpovı́dajı́cı́ si vrcholy na krychli

Obr. 107

a v sı́ti a vyznačme na krychli dané body P , Q, R
(obr. 108a, b). Body P , Q, R ležı́ ve vrcholu, tedy
ve třech stěnách, proto se budou v sı́ti vyskytovat ve
třech čtvercı́ch. Na krychli sestrojı́me řez (obr. 108c)
a přeneseme ho do sı́tě (obr. 108d).

136



(a) (b)

(c) (d)

Obr. 108
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Varianta OQ, zadání s řešeními

OQ1. V krychli ABCDEFGH (obvyklé značenı́) protněme úhlopřı́čku BH přı́mkou
vedenou k nı́ kolmo vrcholem F . Vyznačte v obrázku krychle průsečı́k P těchto přı́mek.

Řešení: V obdélnı́ku DBFH (obr. 109) je |HF |
|FB| =

√
2. Z podobných trojúhelnı́ků FPB,

HFB, HPF máme |HP |
|PF | =

|HF |
|FB| a |PB|

|PF | =
|FB|
|FH| , odkud |HP |

|PB| =
|HF |2
|FB|2 = 2.

Bod P tedy dělı́ úhlopřı́čku HB v poměru 2 : 1 a snadno ho do obrázku krychle doplnı́me.

Obr. 109

OQ2. V množině reálných čı́sel řešte rovnici

2tg2 x+ cos2 x = 1.

Řešení: Využijeme vztahů tg x = sinx
cosx a sin2 x + cos2 x = 1 a rovnici upravı́me na tvar

cos4 x − 3 cos2 x + 2 = 0. Substitucı́ y = cos2 x ji převedeme na kvadratickou rovnici
y2 − 3y + 2 = 0, která má kořeny y1 = 2, y2 = 1.
Ke kořenu y1 neexistuje žádné x, pro něž by cos2 x = 2, nebot’cos2 x 5 1 pro každé x.
Ke kořenu y2 najdeme v intervalu 〈0 , 2π) dvě hodnoty x, pro něž cosx = 1 nebo
cosx = −1; jsou to 0 a π. Obě vyhovujı́ dané rovnici a dalšı́ řešenı́ se od nich lišı́
o násobky 2π. Řešenı́ dané rovnice jsou celočı́selné násobky π.
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OQ3. Najděte všechny dvojice reálných čı́sel x, y, pro které platı́

x(x− y)
x2 + y2

− y(x− y)3

x4 − y4
= 1.

Řešení: Upravı́me levou stranu, která má smysl, pokud x 6= y, x 6= −y:

x(x− y)
x2 + y2

− y(x− y)3

x4 − y4
=
(x− y)(x3 − y3 + xy2 − x2y)

x4 − y4
=

=
(x− y)(x(x2 + y2)− y(x2 + y2))

x4 − y4
=
(x− y)2(x2 + y2)

x4 − y4
=

=
(x− y)2

x2 − y2
=

x− y

x+ y

Poslednı́ zlomek je roven 1 právě pro ty dvojice x, y, pro které y = 0, x 6= 0.

OQ4. Doplňte chybějı́cı́ čı́slice X , Y tak, aby čı́slo 124X92Y 5 bylo dělitelné 75.

Řešení: Čı́slo je dělitelné 75, právě když je současně dělitelné 25 a 3. Čı́slo je dělitelné 25,
právě když poslednı́ dvojčı́slı́ je dělitelné 25, v našem přı́padě když Y = 2 nebo Y = 7.
Čı́slo je dělitelné 3, právě když součet jeho čı́slic je dělitelný 3, v našem přı́padě když
X + Y = 1, X + Y = 4, X + Y = 7, X + Y = 10, X + Y = 13 nebo X + Y = 16.
Řešenı́m jsou následujı́cı́ dvojice (Y, X): (2, 2), (2, 5), (2, 8), (7, 0), (7, 3), (7, 6), (7, 9).
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Varianta OR, zadání s řešeními

OR1. Je dána funkce
f : y = kx2 − (k + 2) x+ k + 3, kde k je reálný parametr.

(a) Zvolte k = −1 a pro tuto hodnotu sestrojte graf funkce f .
(b) Určete všechny hodnoty parametru k, pro něž platı́ f(0)

f(−2) > 0.
(c) Určete všechny hodnoty parametru k, pro něž jsou x1 = −1, x2 = 1 kořeny rovnice
f (x) = 0.

Řešení: (a) Pro k = −1 pro předpis funkce f platı́ y = −x2−x+2 = −(x+2)(x−1) =
= −(x+ 12)

2 + 94 .
Graf funkce f je parabola na obr. 110.

Obr. 110

(b) Je f(0) = k + 3, f(−2) = 7k + 7, hledáme tedy všechna k, pro něž je
k + 3
7k + 7

> 0.

Řešenı́m této nerovnice jsou všechna k < −3 a všechna k > −1.
(c) Je-li f(−1) = 0, je 3k + 5 = 0, k = −53 .
Je-li f(1) = 0, je k + 1 = 0, k = −1.
Tedy neexistuje žádné k, pro které je současně f(−1) = 0 a f(1) = 0.
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OR2. Určete počet všech osmipı́smenných slov, která lze vytvořit záměnou pı́smen slova
COCACOLA a která začı́najı́ i končı́ souhláskou. Slova nemusı́ mı́t žádný skutečný
význam.

Řešení: Hledaná osmipı́smenná slova jsou třı́ typů: prvnı́ typ je C. . . . . . C, kde je 6!
2·2

možnostı́; druhý typ je C. . . . . . L, kde je 6!
2·2·2 možnostı́; třetı́ typ je L. . . . . . C, kde je 6!

2·2·2
možnostı́.
Celkem je 6!

2·2 + 2 ·
6!
2·2·2 = 360 možnostı́ jak vytvořit požadovaná slova.

OR3. Je dána krychle ABCDEFGH a platı́ |AB| = a. Určete všechny roviny, které majı́
tyto vlastnosti: obsahujı́ úsečku KL, kde K je střed hrany AB a L je střed hrany GH krychle,
a jejich průnikem s krychlı́ je pravidelný šestiúhelnı́k. Průnik znázorněte na obrázku
(pro každou rovinu zvlášt’). V každém přı́padě vypočtěte obsah tohoto pravidelného
šestiúhelnı́ku.

Řešení: Snadno uvážı́me, že body K, L jsou protilehlé vrcholy hledaného pravidelného
šestiúhelnı́ku. Zřejmě je KL ‖ BG a |KL| = |BG|. Strany MN , OP rovnoběžné
s KL budou mı́t polovičnı́ délku, a proto budou vrcholy M , N , O, P ležet ve středech
přı́slušných hran krychle. Existujı́ tedy dvě dvojice úseček MN , OP (obr. 111). V obou
přı́padech je (obr. 112) |KM | =

√
2
2 a, |KMNLOP | = 6 · 12 · |KM | ·

√
3
2 |KM | = 3

√
3
4 a2.

Obr. 111

141



Obr. 112

OR4. Určete všechny hodnoty x, pro které platı́

cosx = sin 2x.

Řešení: Postupně provádı́me ekvivalentnı́ úpravy nerovnice:

cosx = sin 2x
cosx = 2 sin x cosx

cosx(2 sin x− 1) 5 0

cosx(sinx− 1
2
) 5 0

Dané nerovnici vyhovujı́ právě ta x, pro něž cosx 5 0 a zároveň sin x = 1
2 , a ta x, pro

něž cosx = 0 a zároveň sin x 5 1
2 , tj. x ∈

〈
π
2 + 2kπ, 56π + 2kπ

〉
a

x ∈
〈
−π
2 + 2kπ, 16π + 2kπ

〉
, kde k je celé čı́slo.

Grafické řešení pro interval 〈0, 2π〉 je patrné z obr. 113.
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Obr. 113
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Varianta OS, zadání s řešeními

OS1. Je dána funkce
f : y = (k + 1) x2 + (k + 3) x− 4, kde k je reálný parametr.

(a) Zvolte k = 0 a pro tuto hodnotu sestrojte graf funkce f .
(b) Určete všechny hodnoty parametru k tak, aby pro všechna reálná x platilo f (−x) =
= f (x).
(c) Určete všechny hodnoty parametru k, pro něž se graf funkce f dotýká grafu funkce
y = −4.

Řešení: (a) Pro k = 0 pro předpis funkce f platı́ y = x2 + 3x− 4 = (x+ 4)(x− 1) =
= (x+ 32)

2 − 25
4 .

Graf funkce f je parabola na obr. 114.

Obr. 114
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(b) Je f(−x) = (k + 1)x2 − (k + 3)x− 4, hledáme tedy všechna k, pro něž (k + 1)x2−
−(k+3)x− 4 = (k+1)x2+ (k+3)x− 4, neboli (k+3)x = 0 pro všechna x. To platı́
pro k = −3.
(c) Graf funkce f se dotýká přı́mky y = −4, právě když diskriminant rovnice (k+1)x2+
+(k + 3)x = 0 je roven nule, tj. právě když (k + 3)2 = 0. Této podmı́nce vyhovuje
jedině k = −3.

OS2. Uchazeč o přijetı́ na VŠ musı́ úspěšně složit všechny čtyři zkoušky. Za každou
úspěšně vykonanou zkoušku zı́ská bud’2, nebo 3, nebo 4 body. Pro přijetı́ stačı́ dosáhnout
aspoň 13 bodů. Kolik různých „vysvědčenı́“ je možné takto vytvořit, aby byl uchazeč
přijat?

Řešení: Zı́skat 16 bodů lze tak, že každý předmět je po 4 bodech, což dává 1 možnost.
Zı́skat 15 bodů lze tak, že 1 předmět je za 3 body, ostatnı́ za 4 body, což dává 4 možnosti.
Zı́skat 14 bodů lze tak, že 2 předměty jsou za 4 body a 2 předměty za 3 body, nebo
3 předměty za 4 body a 1 předmět za 2 body, což dává

(4
2

)
+

(4
1

)
možnostı́.

Zı́skat 13 bodů lze tak, že 2 předměty jsou za 4 body, jeden předmět za 3 body a jeden
předmět za 2 body, nebo jeden předmět za 4 body a 3 předměty za 3 body, což dává(4
2

)
·
(2
1

)
+

(4
1

)
možnostı́.

Celkem je 1 + 4 + 6 + 4 + 6 · 2 + 4 = 31 možnostı́ jak vytvořit „vysvědčenı́“ potřebné
k přijetı́.

OS3. Je dána krychle ABCDEFGH a platı́ |AB| = a. Bod K je střed stěny ABFE a
L je střed stěny EFGH krychle. Určete na povrchu krychle množinu vrcholů M všech
rovnoramenných (nebo rovnostranných) trojúhelnı́ků KLM se základnou KL. Množinu
vrcholů M znázorněte na obrázku. Určete trojúhelnı́k KLM s nejmenšı́m obsahem a tento
obsah vypočtěte.

Řešení:Množinou vrcholů všech rovnoramenných nebo rovnostranných trojúhelnı́ků se
základnou KL je rovina souměrnosti úsečky KL. Jejı́ průnik s povrchem krychle je
hranice obdélnı́ku DCFE (obr. 115). Nejmenšı́ obsah trojúhelnı́ku KLM je v přı́padě,
když výška na stranu KL je nejmenšı́ možná, tj. když M je střed EF . V tom přı́padě je
trojúhelnı́k pravoúhlý a jeho obsah je |KLM | = 1

2 ·
(

a
2

)2
= a2

8 .
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Obr. 115

OS4. Určete všechny hodnoty x, pro které platı́√
1−

√
2 sin x+ 2 cosx = 0.

Řešení: Rovnici postupně upravujeme:√
1−

√
2 sin x+ 2 cosx = 0

1−
√
2 sin x = 4 cos2 x

1−
√
2 sin x− 4 + 4 sin2 x = 0
4 sin2 x−

√
2 sin x− 3 = 0

Odtud dostaneme

(sinx)1,2 =

√
2±

√
50

8
=

√
2± 5

√
2

8
.

Rovnici sin x = 6
√
2
8 nevyhovuje žádné x, rovnici sin x = −

√
2
2 vyhovujı́ všechna x =

= 5
4π + 2kπ a všechna x = 7

4π + 2kπ, kde k je celé čı́slo.
Po provedenı́ zkoušky vyjde, že řešenı́m dané rovnice jsou pouze čı́sla x = 5

4π + 2kπ,
kde k je celé čı́slo.
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Varianta OT, zadání s řešeními

OT1. Určete nejmenšı́ a největšı́ hodnotu funkce f na intervalu 〈−3, 1〉, jestliže
f : y = ||1− 2x|+ 4x+ 1| − x.

Řešení: Extrémy funkce f určı́me z jejı́ho grafu. Interval 〈−3, 1〉 je rozdělen na podin-
tervaly, na nichž má funkce f tento předpis:

x ∈
〈
−3, 1
2

〉
:y = |1− 2x+ 4x+ 1| − x = |2x+ 2| − x

x ∈ 〈−3,−1〉 : y = −2x− 2− x = −3x− 2

x ∈
〈
−1, 1
2

〉
: y = 2x+ 2− x = x+ 2

x ∈
〈
1
2
, 1

〉
:y = |2x− 1 + 4x+ 1| − x = |6x| − x = 6x− x = 5x

Graf funkce f je na obr. 116. Nejmenšı́ hodnota této funkce je f(−1) = 1, největšı́
hodnota je f(−3) = 7.

Obr. 116

OT2. Čı́sla 45 030 a 78 329 jsou pětimı́stná, nezačı́najı́ nulou, pravidelně se v nich střı́dajı́
sudé a liché čı́slice a čı́slice na mı́stě jednotek je v nich druhou mocninou čı́slice na mı́stě
stovek. Kolik je takových čı́sel?

Řešení:Mohou nastat čtyři možnosti: . . 0 . 0, . . 1 . 1, . . 2 . 4, . . 3 . 9
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(i) Čı́sla . . 0 . 0 mohou mı́t na mı́stě desetitisı́ců jednu ze čtyř nenulových sudých čı́slic,
na mı́stě tisı́ců jednu z pěti lichých čı́slic a na mı́stě desı́tek jednu z pěti lichých čı́slic.
Těchto čı́sel je tedy 4 · 5 · 5 = 100.
(ii) Analogicky čı́sel . . 1 . 1 je 5 · 5 · 5 = 125.
(iii) A čı́sel . . 2 . 4 je 4 · 5 · 5 = 100.
(iv) A konečně čı́sel . . 3 . 9 je 5 · 5 · 5 = 125.
Hledaných čı́sel je celkem 100 + 125 + 100 + 125 = 450.

OT3. V rovnoramenném trojúhelnı́ku ABC se základnou AB je při obvyklém značenı́
vb = 8, 8 cm a cos γ = 4

√
3
13 .

(a) Vypočtěte délku strany b.
(b) Zapište postup konstrukce trojúhelnı́ku ABC a trojúhelnı́k narýsujte.

Řešení: (a) Označme P patu výšky vb. Podle zadánı́ platı́ |PC|
b =

4
√
3
13 . Použitı́m Pythago-

rovy věty dostaneme b2 = 8, 82 cm2 + (4
√
3
13 b)2, odkud b = 10, 4 cm.

Obr. 117
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(b) Postup konstrukce:
(i) BC, |BC| = 10, 4 cm
(ii) Thaletova kružnice t nad průměrem BC

(iii) P, P ∈ t ∩ k(B; 8 cm)
(iv) A, A ∈ CP , |AC| = b

Konstrukce trojúhelnı́ku je na obr. 117.

OT4. Je dána kvadratická rovnice s parametrem k:

x2 − 2kx− k2 − 1 = 0

Určete hodnotu parametru k tak, aby pro jejı́ kořeny x1, x2 platilo

x21 + x22 ≤ 26.

Řešení: Kořeny dané rovnice jsou

x1,2 =
2k ±

√
4k2 + 4k2 + 4
2

= k ±
√
2k2 + 1

pro každé reálné čı́slo k.
Hledáme všechna reálná čı́sla k, pro něž platı́

(k +
√
2k2 + 1)2 + (k −

√
2k2 + 1)2 ≤ 26.

Ekvivalentnı́mi úpravami dostaneme:

2k2 + 4k2 + 2 ≤ 26
k2 ≤ 4
|k| ≤ 2

Jiné řešení: Podmı́nku upravı́me na tvar x21 + x22 = (x1 + x2)2 − 2x1x2 ≤ 26. Podle
Viétových vzorců vyjadřujı́cı́ch koeficienty kvadratické rovnice pomocı́ kořenů je x1+
+x2 = 2k, x1x2 = −k2− 1. Po dosazenı́ dostane podmı́nka tvar (2k)2+2(k2+1) ≤ 26
neboli k2 ≤ 4. Podmı́nce vyhovujı́ všechna −2 ≤ k ≤ 2.
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